Chapitre 3: Fonctions cosinus et sinus

(ol V:\ N 3xY Fonctions cosinus et sinus

l. Introduction

Commentaires pédagogiques

Manuel p. 80-107

Dans ce chapitre, nous verrons la dérivabilité des fonctions sinus et cosinus et comment dériver une
fonction composée utilisant les polyndmes et les fonctions trigonométriques. Dans un deuxiéme temps,
nous verrons les valeurs remarquables et comment résoudre une équation et une inéquation mettant
en jeu ces fonctions trigonométriques. Nous verrons enfin l'étude des fonctions trigonométriques et la
résolution d’une inéquation trigonométrique de degré 3.

Objectifs

= Dériver une fonction trigonométrique.

= Résoudre une équation trigonométrique.
- Résoudre une inéquation trigonométrique.
- Etudier une fonction trigonométrique.

Il. Corrigés

Pour prendre un bon départ p. 81

1. Déterminer la périodicité
et la parité d'une fonction

1.a) 2n b) 2n
2. a) Paire. b) Impaire.

cdn
c) Impaire.

2. Etudier la courbe
d’'une fonction trigonométrique

1. Comme f est paire, sa courbe représentative est
symétrique par rapport a l'axe des ordonnées. Il
suffit donc de tracer le symétrique de € par rap-
port a 'axe des ordonnées pour obtenir la courbe
sur [0 ; 2m].

2. [ERRATUM] la premiére édition du manuel
contient une erreur et utilise une figure erronée.
Lerreur est corrigée sur les éditions suivantes,
qui utilisent la figure ci-apres.

-1+

NaT

Symétrie axiale par rapport a 'axe des ordonnées
puis translation de la courbe obtenue sur [0 ; 2]
de vecteur horizontal et de longueur 2rn vers la
gauche puis vers la droite.

3. Se repérer dans un triangle rectangle
Dans le triangle rectangle ABC, on a:

cosACB = % =0,5 donc ACB = 60°.

Les angles ACB et ABC sont complémentaires
donc ACB =30°.

4. Se repérer sur le cercle trigonométrique
aJC blB A dIE elD

5. Connaitre les valeurs remarquables

a) COS[£]=£ b) COS[Z—EJ=—1
4 2 3 2

c]sinE =l d]sinE =—3
6| 2 3 2
Activités p. 82-83

1 Dériver les fonctions cosinus et sinus

¢ Durée estimée : 55 min

¢ Objectif : Introduire le la dérivation en abordant
la notion de limite.
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A. Limite... finie ?

1. Aire du triangle OMP =< Aire de la portion de
disque OMI < Aire du triangle OTI

MPxOP _=mxx _ TIxOl
< <
2 2n 2

sinlx) x cos(x) _X_ tan(x)
2 2

xe}o;g{

coslx) =<

avec sin(x) = 0 puisque

1
cos(x)

=

sin(x)

sin(x) _ 1

=

cos(x) =<
x cosl(x)

2. Six > 0, on utilise le théoreme des gendarmes
etona:limflx)=1.

x—0
x>0

Six < 0, fl-x) = flx) car sin(-x) = -sin(x) donc f est
paire.
Lorsque x tend vers 0 avec x < 0, -x tend vers 0

avec -x > 0 et donc f(-x) tend vers 1 et comme
fl-x) = flx) alors lim f(x) = 1. Donc lirT['}f[x] =1.
x—0 x—

x<0

Remarque : On dit alors que la fonction f est pro-
longeable par continuité en 0 en posant f(0) = 1.

B. Vers la dérivation...

1. Lorsque la fonction sinus est décroissante, la
fonction cosinus prend des valeurs négatives.

Lorsque la fonction sinus est croissante, la fonc-
tion cosinus prend des valeurs positives.

Lorsque la fonction cosinus est décroissante, la
fonction sinus prend des valeurs positives.

Lorsque la fonction cosinus est croissante, la
fonction sinus prend des valeurs négatives.

2. a) On développe sin(x + h) a laide de la formule
sin(a + b) = coslalsin(b) + sin(a)cos(b).

cos(h) -1 _[cos(h) - T(cos(h) + 1) _ cos?(h) -1

b) =
h hlcos(h) +1) hlcos(h) +1)
) -sin2(h) _ sinlh)  -sin(h)
hlcos(h) + 1) h coslh)+1
Or, “msin[h] =1et “mi—sin[h] =
h—0 h h—0 COS[h] + ‘|
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sin(h)

c) limM = limcos(x) x

h—0 h h—0

cos(h) -1

+sin(x) x = coslx).

Ainsi, la fonction dérivée de la fonction sinus est
la fonction cosinus, ce qui correspond au fait que :
e lorsque la fonction sinus est décroissante, la
fonction cosinus prend des valeurs négatives ;

e lorsque la fonction sinus est croissante, la fonc-
tion cosinus prend des valeurs positives.

. coslx+h)-cos(x) . . sin(h)
3.lim =lim-sin(x) x
h—0 h h—0
coslh) -1 .
+cos(x]) x T = —sin(x)

2 Résoudre des équations trigonométriques

e Durée estimée : 20 min

¢ Objectif : Commencer a résoudre des équations
simples a laide du cercle trigonométrique.

A. Résoudre une équation en cosinus
1. L'abscisse du point M est cos(al).
2. L'abscisse du point N est cos(-ol) et

cos(-a) = coslal. (Les points M et N ont la méme
abscisse par symétrie d’axe (0l).)

3. a) Soit o et B deux réels appartenant a linter-
o=p
valle [0 ; 2xl. Alors : cos(o) = cos(B) <4 ou
o=—p
b) Comme la fonction cosinus est 2 - périodique,
les solutions de l'équation cos(o) = cosl(p) pour a,
B réels sur R sont :
o=P+2kn, ke”Z
ou
o=-B+2kn, keZ

B. Résoudre une équation en sinus

1.a)I0P=1- o

b) L'abscisse du point P est sin(r - o).

Les points M et P ont la méme ordonnée (symétrie
d'axe (0J]) donc sin(n - = sin(al).

2. a) Soit o et B deux réels appartenant a linter-
valle [0 ; 2xl.
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o=
Alors : sinfa) = sin(B) &< ou
o=m-f
b) Comme la fonction sinus est 2n-périodique,
les solutions de l'équation sinla) = sin(B) pour «,
B réels sur R sont :
o=P+2kn kEZ
ou
oa=n-PB+2km ke”Z

3 Déterminer une valeur approchée des
solutions d’'une équation trigonométrique

e Durée estimée : 20 min

e Objectif : Utiliser un algorithme Python pour
approcher des solutions d'une équation trigono-
métrique.

D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires,
'équation flx] = 0 admet une unique solution sur

lintervalle FTH ; n}.

Ainsi, Uéquation flx) = 0 admet exactement deux
solutions sur lintervalle [0 ; «t].

2. a) [ERRATUM] Le code de la question 2 utilise
le symbole * pour la fonction puissance : c’est une
erreur. Il faut utiliser le symbole **.

Le programme retourne une valeur approchée
de la solution de l'équation flx) = 0 sur lintervalle

ot \
—;——|au dix-millieme pres.
12 2

b)

from math import *
def dichotomie (n) :
a=pi/2+0.5

b=pi
1.a) flx] = -6sin (2x - 1) while abs(b-a) >1/(10**n) :
) : . 1 T+ 1 c= (at+b)/2
f[x]=0<:>sm[2x—1]=sm(0]<:>x=50ux= 5 if 3*cos(2%c-1)>0:
b=c
1 T+ else:
X 0 - 4 a=c
2 2 print ("Une valeur approchée de x est
(x) _ 0 _ 0 + comprise entre",a, "et",b)
Variation 3 \ /3C05[1] c) Le code est le suivant.
def 3cosl1] 3 from math import *
cos _ def dichotomie (n) :

b) La fonction f est continue sur lintervalle [0 ; x].
La fonction f prend des valeurs strictement posi-

tives sur lintervalle {0 ; %:l

Sur lintervalle B ; TET”} fest strictement décrois-

sante et f 1 =3etf ] =-3.
2 2

D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires,
'équation flx) = 0 admet une unique solution sur

lintervalle 1n—+1 Sur lintervalle n—”;n,
2 2 2

. .. T+ 1
f est strictement décroissante et f T =-3 et

flr) = 3cos(1).

al=0.5
bl=pi/2+0.5
a2=pi/2+0.5
b2=pi
while abs (bl-al)>1/(10**n) :
cl=(al+bl)/2
if 3*cos(2*cl-1)>0:
al=cl
else:
bl=cl
while abs(b2-a2)>1/(10%*n) :
c2 = (a2+b2)/2
if 3*cos(2*c2-1)<0:
b2=c2
else:
a2=c2
print ("Une valeur approchée de x1
est comprise entre",al, "et", bl)
print ("Une valeur approchée de x2
est comprise entre", a2, "et", b2)
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Les valeurs renvoyées sont :

Une valeur approchée de x1 est
comprise entre 1.2853981633974483 et
1.2854940371966912

Une valeur approchée de x2 est
comprise entre 2.0707963267948966 et
2.0708616830160143

A vous de jouer p. 85
1.a) Fla) = —Fos[x]
sin?(x)

b) f(x) = -2sin?(x) + 2cos?(x) = 2(1 - 2sin?(x))

2. a) f/lx) = XCosle) = 2sinlx)

x3

(1- sin(x))(3 + sin(x]) - cos(x)(x + cos(x])
(3 +sin(x))?

_ 2 - 2sin(x) - xcos(x)

b) f'(x) =

f'(x)

x+ X3 -Tikn ke
6.a) 3 2

x+ o3+ Eikn kez
3 2
5%=2x+2kn,kel

%=—4x+2kn,k€2

x=5—n+kn,k€Z
12

< k
x=L ez
24 2
. 47t 197 3bn 7w
Les solutions sont : 4—; —; —; ——;
24 12 24 12

n . 23n m 13n 25n 17 37n
127 24" 24 24" 24 24 12 24

X

- -2 ok kez x=2 i bkn kEZ
2 3 3

(3 +sin(x])® b)
n-fe i dkmker  |x=12T stk kEZ
3.a) flx]) = 15cos(3x + 12) 2 3 3
b) ¢’(x) = 40sin(-5x + 4) _ o o
¢) h(x) = —14sin(-2x - 3) Les solutions sont : {—? : ?}
4, a] 7.x€E 2_7': : TI:|:
1,12 F38NBsinfaxlex+2)-(cos(3x)-di3cosarle L
(sin(3x)+x+2)?

) = 3x(cos(3x]) - sin(3x])) - 7sin(3x] - cos(3x) - 5 . .

(sin(3x]) + x + 2J2 8. cos ZX+—J<—
b) ‘ i

-5sin(5x + 1][sin[£J + 3] - lcos[5x + 1]cos[£]
4 4 4
g'lx) = >
[Sin[fl + 3]
A

{n 375}
b){-—;—
Lo 4

n ©®m 1lm 13=n
5.a)i-—i—i—i—.
18 18 18 18
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@%+2kn,k<€l 2x+§<2n—%+2kn,k€l

<:>£+kn<x<@+kn,kez.
24 4
n 19n 25m 43w
€l—i—| U |—:=—
24 24 24 24

9. a) flx + 21) = 3cos?x + 27) - bcos(x + 2n)flx + 21) = flx]
car la fonction cosinus est 2n-périodique.

b) On peut étudier f sur [0 ; 2x].
c) f(x) = —bcos(x)sinlx) + ésin(x)
fx) = 6sinlx)(1 - cos (x))
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X 0 T 2n
6sinlx] | 0 + 0 -
1-coslx) | 0 + +
f’(x) 0 + 0 -
Variation / 9\
de f _3 _3

10. [ERRATUM] La premiere édition du manuel
contient une erreur qui est corrigée sur les édi-
tions suivantes : la fonction flx] = 2cos(2x) + sin?(x]
est remplacée par flx] = 2cos(x) + sin?(x].

a) La fonction cosinus étant 2r périodique, la fonc-
tion f Uest aussi.

b) fl-x) = 2cos(x) + (-sin(x])?

f(-x) = flx) donc f est paire.

c) 7(x) = -2sin(x) + 2sinlx)cos(x) = 2sin(x)(cos(x) - 1)
avec cos(x) - 1 < O0etsinlx) = 0 pour toutx € [0 ; w].

X 0 T
lx) -

\*-2

f étant impaire, sa courbe représentative est
symétrique par rapport a laxe des ordonnées.

Variation de f

X T 0 T
f’(x) + -
Variation /2 \
de f 9 9

11. On effectue un changement de variable en
posant X = sin(x) puis on résout linéquation

2X2—X—1>0etA=9etX1=—%X2=1

1

Donc2X2-X-1>0 pourX<—E

ainsi,sin[x]<—l etxe —5—n;—E )
2 6

12. [ERRATUM] La premiere édition du manuel
contient une erreur qui est corrigée sur les édi-
tions suivantes. Le début de l'exercice est modifié
ainsi :

1. Soit flx)=2x* - x? - 2x + 1. Vérifier que f(1) = 0.
2. Résoudre ....
1.f1)=2-1=-2+1=0

2. On effectue un changement de variable en
posant X = cos(x] puis on résout l'inéquation

2 -X2-2X+1<0.

Or, f{1) = 0. On peut donc factoriser par X - 1 U'ex-
pression 2X3 - X2 - 2X + 1.

2 -X2=-2X+1=(X-1){aX*+bX +c
=aX+(b-alX+(c-bX-c

a=2
Par identification, ona:<b=1.

c=-1

2 -X-2X+1=(X=-1)2x+X-1)
On détermine le signe de 2X? + X - 1.

A=9etX1=—1,X2=%

Ainsi 2X3 - X2 -2X+ 1 < 0 pour X < -1 etXE}%;{

Comme X =coslx) avecxERetXE[-1;1],0na:

f[x]<0<:>%<X<1

o 1 < cos(x) <1

donc sur lensemble [-7t; 7], S = }—g ; g{

13.1.f-1)=-1-25+2+15=0

2. On effectue un changement de variable en
posant X = cos(x) puis on résout linéquation
X°-25X2-2X+15<0.0r, f{1) = 0. On peut donc
factoriser par X + 1 Uexpression X* - 2,5X2 - 2X+ 1,5

X -25X-2X+1,5=(X+1)ax?+bX+c)
=aX+(b+alX2+(c+b)X+c
a=1
Par identification, ona :{p=-3,5
c=15

X-25X2-2X+15=(X+1)(X2-3,5X+1,5)
on détermine le signe de X2 - 3,5X + 1,5.

A=6.25 etX1=3,X2=%

Ainsi X -2,5X2-2X+1,5<0pourX<-1 etXE]%;:{
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comme X =cos(x) avecx ERetXe€[-1;1],0ona:

1
f[x]<0<:>E<X<1c>%<cos[x]<'l

donc sur lensemble [0 ; 2x], S = {0 ; %[ U ]5?“ ; ZTEil.

14.1.f2)=8-2-5-1=0

2. On effectue un changement de variable en
posant X = sin(x] puis on résout linéguation
X-0,5X?-2,5X-1<0.0r,f(2)=0.0n peutdoncfac-
toriser par X - 2 Uexpression X* - 0,5X? - 2,5X - 1.

X -0,5X-25X-1=(X-2)aX?+bX+c]
=aX®+(b-2a)X?+(c-2b)X-2c
a=1
Par identification, ona:<b=15
c=05
X-25X-2X+15=(X+1)(X+15X+0,5]
on détermine le signe de X2 + 1,5X + 0,5.

A=0,25 etX1=—1,X2=—%

AinsiX®-2,5X?-2X+1,5 <0 pourX < -1 etXE}—% ; 2{
comme X =sinlx) avecx ERetX € [-1; 1], 0ona:

f[x]<0<:>—%<X<2(:>_?1<cos[x]<1

donc sur lensemble [-&t ; 7],
S= —11',;ﬂ @] i;1'l', .
6 b

Exercices

apprendre a démontrer

Pour s’entrainer
On pose flx) = \/gx +2coslx) - 3.
Flx) = /3 - 2sinlx)

flx) >0 0 <sinlx) < sin(g]

Sx E 0;E @] 2_71:;271:
3 3
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0 = o 2
x 3 3 b1
f’x) + - +
Variation / \ /
def

e f est continue et monotone sur lintervalle

0;%} et ne prend que des valeurs négatives sur

cet intervalle.
e f est continue et strictement croissante sur l'in-

tervalle l%t : Zn} avec f(%} <0etfl2r) > 0.

D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires,
'équation flx] = 0 admet une unique solution sur

Ainsi, Uéquation flx) = 0 admet une unique solu-

tion sur [0 ; 2x]. L'équation \/Ex +2cos(x) =3 aune
unique solution sur Uintervalle [0 ; 2x].

Exercices
calculs et automatismes

15. Valeurs remarquables (1)

a) cos i =—£,cos o =—1,cos
6 2 3 2

3 7)1
=——, cos|—|=—=
2 372

s

16. Valeurs remarquables (2)

a) cos 25n =£,cos 19m =1,cos _13m
6 2 3 2 b

ﬁ'cos(_HnJ:%

3
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(17 (197) N2 [ &=
b) sinl—|=1, sin| — | = —, sin| -—
2 4 2 3
N [ 1175] 1
=-"= sin|-—|=—
2 b 2
17. Dériver des fonctions (1)
a) -sinlx)
b) -sin(x]) + 3
c) 2coslx)
d) 3cos(x) + 8
e) -5sinlx) - 5cos(x) + 7
f) 6cos(x) + 7sin(x) + 5

18. Déterminer la parité ou non d’une fonction
a) f(-x) = 2cos(-x) + 13 = f[x) donc f est paire.

b) fl-x) = sin(-x) + x = -sin(x) + x = -f(x) donc f est
impaire.

c) fl-x) = 2sin(-x) - cos(-x) = -2sin(x) - cos(x) donc
f n'est ni paire ni impaire.

d) fl-x) = (-x)? + 3cosl-x) = x2 + 3cos(x) = flx) donc f
est paire.

e) fl-x) = (-x)® + 5sin(-x) = =x3 - 5sinlx) = flx) donc f
est impaire.

19. Vrai ou faux ?

a) Faux. b) Vrai. c) Vrai. d) Faux.

20. Périodiques ?
a) 2r périodique.  b)  périodique.
c) 2n périodique.  d) 2xt périodique.
e) 2n périodique. f) Non périodique.

21. Résoudre une équation trigonométrique

alx=n b)x=0oux=m
C]X=EOUX=5_TC d]x=£0ux=3—n
3 4 4
5n 3n 5t

e’x:A—Tcoux=— f]x=—0ux=—
3 3 4

22. Résoudre une inéquation trigonométrique
ajxe T ; 5_7t
3 3

b]xE]O;n]Uli%t;Zn{

d) xe 3_n5_n
L 4

23. Dériver des fonctions (2)

a) 7(x) = -12sin(3x] b) (x) = 30cos(5x)

c) 7lx) = 2sinlx)cos(x)  d) F(x) = -2coslx]sinlx)
e) 7[x) = 5coslx) + 5cos(5x)

f) Flx) = —23in[—2x + E]
3

24.QoCM

1.¢) 2.4

25. Déterminer les variations d’une fonction

alf(x) = 1 - sinlx] avec sinlx] < 1 pour tout x réel
donc f est croissante sur R.

b) f(x) = 0,5 + coslx)

Comme le signe de f[x/ peut étre positif et négatif,
la fonction f n’est pas croissante sur R.

26. Lecture graphique

f est une fonction paire et f{0) = 2 donc la courbe
rouge correspond a sa courbe représentative.

gl0) = 1 donc la courbe verte correspond a la
courbe représentative de g.

Exercices d'application p. 92-93

Image d’un nombre par une fonction
trigonométrique

27. f(EJ = —z;f[5j=@;f[ﬂ]= -3; fln) = -4
6) 2(3) 2 |2

28.1. f[%] - g , f[z—”J = J3,flm) =0

3

2. gln) =3, g[—gj - M , g[?ﬁ] - é

2 4

29 fm)=1.4 - |= .4 T _3+2y3
. ' 6 12‘ 3 12 '
f(7_“J=@

4 6
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Périodicité et parité
30.1.a) f(x+2n]=M

= f(x)
2 +cos(x + 2n)

b) f_y] < 1- cos(-x)
2+ cos(-x]
2. glx + 2m) = 1 + 5cos?(x + 2] = g(x)

gl-x) =1+ 5cos?(-x) = glx)

31. 1. Elles sont 2r périodiques car les fonctions
cosinus et sinus sont 27 périodiques.

2. fl-x) = -sin(x]coslx] = -flx]
Donc f est une fonction impaire.
-x} = -sin —
gl =-sinbd + o ot
g n’est ni paire ni impaire.

32.1. flx + 2n) = 2sin(x) + sin(2x + 4r) = flx). Donc
f est 2n périodique.

2. fl-x) = -2sin(x) -2sin(2x) = -flx]. Donc f est une
fonction impaire.

33. 1. flx + 4m) = flx) donc f est 4 périodique.
2. fl-x) = -flx) donc f est une fonction impaire.

Représentation graphique
34. a) Ni lune ni lautre.
c) Paire.

b) Impaire.
d) Paire.
¢) Ni lune ni lautre.

b) = périodique.

35. a) 2rt périodique.
c) Non périodique.

36.

76

37.
2.
-2n _é_n -7 _:1_1: 0 E T 3_75 2n
2 2 2 2
Tableau de variations
38.
X -T 0 T
Variation 1
de la fonction / \
cosinus -1 -1
X 0 T 21
Variation 1 1
de la fonction \ /
cosinus -1
39.
_r T
X -T 2 5 T
Variationde |0 1
la fonction \ / \
sinus -1 0
0 u 3_n 2
X > > T
Variation de 1 0
la fonction / \ /
sinus 0 -1
Dérivation

40. a) f(x) = 3cos(x) + 2xcos(x) - x?sin(x)

= coslx)(3 + 2x) - x%sinlx)
b) 7(x) = -2sin(x) + 1

c)flx)=

cos(x)x - sin(x)

d) £(x]) = 10xsinlx) - 5x2cos(x) + cos(x]) - xsin(x)

f(x) = 9xsinlx) + cos(x](1 - 5x?)

41. a) f’[x) = sinlx) b) 7(x) = 5(sinlx) + xcos(x])
cos?(x)
c) flx) = cosly] d) 7(x) = -4sin(x)(cos(x))?

2./4 + sin(x)
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42.al ) = -9in(3 29 197 17m 7n ©m =
b) £(x) = (2x + 1)cos(x? + x) C]S={—¥;—§ _E _% _Z Z
o )= % [ 1 J 7% 177 191 297

[2+3)c]2 2 +3x EEEE}
d) f,[X]=M 3n 7t ® 3n

i cosit m%????ﬂ

e) f'lx) = 3cos(—3x - g]
f) f(x) = 2cos(2x) + 3sin(x) 46.a)S= {-1_ 2% _2;7_75}

m#@ﬂ&ﬂl%%lﬂﬁ@}

43.a)f'[x) = sinly/1+ x2) "15"15" 15 " 15

=X
AT+ x2
b) f'(x) = —5cos[—5x + %]
0 m%ﬂl&@ﬁ%

(2sin(2x)-1(sin(2x)+x)-(cos(2x)-x)(cos(2x)+1) 8 6 18 18 6

1212 4412 12

f'x)= ,
(sin(2x)+x)? , e .
_ 25in?(2x) + 2xsin(2x] - sin(2x] - cos?(2x) Resolution d'inSquation
(sin2x) + xf 47.a]x€{0;£|:u}3—n;nl b]xeli 5—“}
. -cos(2x) + xcos(2x) 4 4 3
0 .
(in(2z) + ) crelo; T dixe|0; %
d) £(x) = -sin(x]ecest¥ 3 12
Résolution d’équation
2n 2m
44.a5=1-% 2 kezl UlE 2k kel A8-3lx €10l b'xe}K;?{
30 5 30 5
T 2% T In
1 1 cxe |=;= dxe|Z. 2
b)S= I, —knkeZ;U —+—kn,k€Z 3 3 4 4
24 3 8 3
51 49. a) On pose X = sin(x] et linéquation proposée
c1s= {T+2kn kez} {7+2kn'kez} est équivalente a 2X?2-1=<0avecX € [-1; 1]
4
d]S={g+kn,k62}u{%+kn,k62} X -1<0 pourXE[-7:7]
doncx € —n:—3—nU Il 375'71_
T 4 4’ 4 4
45.als= { 3’ E;E} b) On pose X = cos(x) avec X € [-1; 1] et linéqua-

tion proposée est équivalentea X2-1>0

X2 - 1> 0 pour X € ]~ ;-1[UI1 ; +oo[ c’est-a dire
coslx) € ]~ ; -1[U]1 ; +oo[ donc l'inéquation pro-
posée n'a pas de solution.

b)S= {

o~|?—|
o\|r-|
——

77



Livre du professeur - Maths Terminale Spécialité

¢) On pose X = coslx)avec X € [-1; 1] et linéqua-
tion proposée est équivalente a 4X? - 3 = 0 avec

xXel-1;1]
\/5 {
+00

4X*-3=0pourX € |-o;-—

donc coslx) E[—1 : % U [ﬁ : 1}

doncx € O;E U 5_n7_7t U m;27:
6 6 6 6

d) cos? 3x- L <l
4 2

On pose X=cos[3x—%} avec X € [-1;1].

o . A . 1
Linéquation est alors équivalente a X?-—<0

doncXE}—%;é{

2
D'ou :3x—£€ £;3—1t U 5_n7_n c'est-a-dire :
4 L 4 L 4

Exercices d’entrainement p. 94-97

Etude d’une fonction trigonométrique

50. 1. f est 2n périodique par la définition de la
fonction cosinus.

2. f est paire puisque la fonction cosinus est paire.
3. f[x) = -sinlx] - 2sin(x)cos(x] = -sin(x](1 + 2cos(x])

f(x) est nulle pour x = 0, x = =, 3;:2?netx=4_:;t

donc f admet des tangentes horizontales aux

2 4
points d'abscisses 0, T, il et _n'
4 3 3
. 2n
X 3 T
Fl) |0 : 0 . 0
Variation
de f
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5.
o | B | X 2" | |4m 3] 5n
* 3121 3 31213
3 1 1 3
ol 2 12 1o|-——=|o0|-—=]0]2
) 4 4 4 4
6
‘]-.
0 T m In on
2 2

51.1. a) f(x) = 2sin?lx) - sin(x) - 1

b) Pour toutx € [0 ; =,

(2sinlx) + 1)(sin(x) = 1) = 2sin?(x) - 2sin(x) + sinlx) - 1
= 2sin?(x) - sin(x) - 1 = £(x)

2. Pour toutx € [0 ; 7] :

sin(x) = 0 donc 2sinlx) + 1 = 1 >0.

sinlx) - 1=0 e sinlx) =1 (:)x=g

et sin(x) < 1 doncsinlx) - 1<0.

b)
T
x 0 2 b
2sin(x) - 1 + +
sinx) - 1 - 0 -
f'(x) - 0 -

1

Variation de f 0\_1

52. 1. f est définie car pour tout x € R,
-1 < sinx(x) < 1 donc 2 < sinlx] + 3 < 4.
-2cos(x)

(sin(x) + 3)2
3. Ainsi, f est croissante sur les intervalles

T T , . T T
-m;——|etsur|—;m|etdécroissante sur|-—;—|.
4 2 4 2

53. 1. Pour tout x réels : 0 < sin?x) < 1 donc
x<flx)<x+letflx+m)=x+mn+(-sinlx))?2=flx) +n

2. fx) =
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2. Par comparaison de limites, comme

lim f(x) = = et

x—-0%

limx+1=-0 et limx=+x,0n a :

x—>-®© X—+®

lim flx) = +co.

3.f(x) =1+ 2sinlx)cos(x)

4. flx) = 1 + sin(2x) donc Flx) = 0 < sin (2x) = -1
donc f est croissante sur R.

2=k keZ
flx)=0=
x=-2ikn kEZ
A

5. Comme flx + ) = flx) + &, pour tracer f a partir de
sa représentation sur [0 ; «], on réalise une trans-
lation de vecteur 7/ dans un repére (0,7, ).

6.
6+

Nla+
N

54. 1. Pour tout x réels : -1 < sinlx) < 1 donc

x-1<flx)sx+1.
2. Pour tout x réels : f(x) = 1 - cos(x]) et donc
flx) =0 = 1=coslx) @x=2kn, k € Z.

Les tangentes horizontales a T sont situées aux
points d’abscisses 2kr, k € Z.

3. Equation de la tangente a " au point d’abscisse

T T T T
—y=f|=|x-=|+f|=|;y=x+1

Equation de la tangente a T au point d’abscisse

T T T T
——ry=f|-=|x+=|+f|-=|;y=x-1

On peut en déduire, d'aprés la question 1, que la
courbe T" est comprise entre les droites d’équation
y=x+lety=x-1.
4. Sur calculatrice.

55. [ERRATUM] La premiére édition du manuel
contient une erreur qui est corrigée sur les édi-
tions suivantes. L'exercice est a remplacer par
U'énoncé suivant.

On considere dans un repére orthonormal

(0;7, ) direct, les points Al-1 ; 0), B(O ; -1) et
M(cos(x] ;sinlx])) ou x est un réel appartenant a

1. Calculer AB puis exprimer les longueurs AM
et BM en fonction de x.

2. Déterminer la valeur x, pour laquelle ABM est
isocele en M.

3. Montrer
plx) = \/E + \/2[1 +cos(x]] + \/2[1 +sin(x)

4. Calculer p’(x) et vérifier que p’lx,) = 0.

que

5. On admet que pour toutx € }—g;xﬂ}.p’[xl =0

et pour toutx € [x, ; nl, p’(x) < 0. Que peut-on en
déduire sur le triangle ABM ?

1. AB= /2, AM = /2 + 2cos(x) et BM = /2 + 2sin(x]

2. x=

r

4

3.

plx) = 01+ OM + 1M = /2 + /201 + coslx) +/2(1 + sinlx))

~sinlx) cos(x) [n]
+ etp|— =0
J2A+coslx))  20+sinlx)) 4

5. Le périméetre du triangle ABM est maximal

4. p'lx) =

T . .
en Z et sa valeur est V2 +2 2+\/E soit environ

5,11 unités de longueur.

56. 1. f est impaire puisque la fonction sinus est
impaire.

2. flx + 4r) = ASin[x +24“] - ASin(g + 27:] = flx))

donc f est 4m-périodique.
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3.a)fln-x) = 45in[n ; x] - —45in(%} = flm +x)

b) La courbe est symétrique par rapport a la droite
d’équation x = 7.

4. f'(x) = 2cos[§] et pour toutx € [0 ; w], Fx) = 0

donc f est croissante sur [0 ; m].
5.

Na T

NIa T
N

57. 1. fest 2x périodique puisque la fonction cosi-
nus lest.

2. f est paire puisque la fonction cosinus est paire.
3. D’apres la question 1, on peut étudier f sur un
intervalle d’amplitude 2n. D'aprés la question 2,
f peut étre étudier sur lensemble des réels posi-
tifs. On peut donc étudier f sur Uintervalle [0 ; 7t].

4. flx)= ~3sinlx)

(2 + coslx))?

X 0 T

F(x) 0 -
1

Variation de f
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5. f est continue et strictement décroissante sur
Uintervalle [0 ; ] avec f(0) = 1 et f(r) = -1.

Ainsi, d'apres le théoréme des valeurs intermé-
diaires, U'équation f(x) = 0 a exactement une solu-
tion o sur [0 ; w] avec o = 2,094.

58. 1. Sifest périodique alors on a

flx+T)=flx) = 3cos[2x +2T + %} = 3C05[2x + %]

donc T=m et on a bien a flx + ©t) = flx).
2. Pourtoutx ER:-1<coslx) < 1.
Donc | flx)|<3.

3.f(x)= —6sin(2x + EJ
A

4. —6sin[2x + %J >0 6sin[2x+gj <sind
@—%+kn$x$%+kn,k€l

$x$7—n<:f'[x]20

"8 8

Sur lintervalle |-—;
8 8

.. 3 )
f est donc décroissante sur {—E ; _n} et croissante

3n In
sur|—;—1|.
8 8

5. fadmet donc un minimum en 5 égala -3.

3n
6. y=—bx+—
4 4

59.lim sinlx) - sin(0) _

x—0 x_O

cos’(0) =1

60. 1. Pour toutx € R : -1 < coslx) =< 1 donc
1<2+coslx)]<3

Pour tout x € R : e > 0 donc f ne prend que des
valeurs strictement positives.

2. f[x) = —e™(sin(x] + cos(x) + 2)

= —e“*[\/gcos[x - %J +2)
\/Ecos(x —%]+2>0 & cos(x—%]> —\/E

Ainsi, pour tout x ER, \/Ecos[x - E} +2>0etdonc

pour toutx € R, f(x] < 0.
f est donc strictement décroissante sur R.
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3.a) Pourtoutx € R: 1 <2+ coslx) <3donc

e’ < flx) < 3e'™.

b) lim1-x=-xet lime~*=0donc lime™ =0

X—+% X——®© X+

o[ 13

u<—0,1
tant que u>10"°:
U« (2+cos(i))xel™
i—i+0,1
Afficher i

Cela signifie que pour tout x > x,, la courbe représen-
tative de f est située en dessous de ['équation y = 10-%.

Ainsi, cette courbe est trés proche de 'axe des abs-
cisses en restant au-dessus de celui-ci, laxe des
abscisses est une asymptote horizontale en Uinfini.

Résolutions d’équations et d’inéquations

242 4

bjgo) 29m _28n 5t m 191 251
36 36 3636 36

g5, . m 5
6 666

62. a) On pose X = coslx) (X € [-1
Uéquation : 4X2 - 6X+2=0.

1
—et X, =1 coslx)= COSLEJ
2 3

- 1]) et on résout

X, =

T 5w
et cos[x]=cos[0].S {0 5 ?}

b) D'aprés la question précédente : S = {g ; S:ﬂ

63. a) On pose X =sinlx] (X € [-1

Uéquation :6X2 + 9X + 3 =0.

X, = A et X, =-1.sinlx) = sin[—EJ
2 6

etsin[x]=sin—£.5 7—753—%&
2 6 2 6

b) D'aprés la question précédente : S = {

: 11) et on résout

n 11n
6

c) On pose X = sin(x) (X € [-1; 1]) et on résout
U'équation :2X? + X + 2 = 0. A < 0 donc cette équa-
tion n'a pas de solution réelle.

64. a) Pour vérifier l'indication, on calcule les car-

rés de chaque expression puis on conclut.
On pose X = cos(x) (X € [-1; 1]) et on résout l'équa-

tion:4X2+[2—2\/§]X—\/§=0.
1 V3

X, =——etX,=—.coslx)=
2 2

2n 4 11
et cos(x) = cos Tls= E'_n'_n'_n
6 6 3 3 6

b) D'apres la question précédente, on a :
S A A
6 33 6

65. Dans cet exercice, il faut se rappeler de la for-
mule vue en premiere :

T .
cos[——x]=sm[x],
2
sin[E - x} =cos(x]) et sin[E + x} = cos(x].
2 2
a) sinlx) = sm[ jdoncS {n 2n}
3 3 3
b) cos(x) = cos[ ]doncS {n 7n}
4 4 4
5—ndonccos[n]—cos[x]dou S= {n 5“}.
6 3 3 3

66. [ERRATUM] La premiére édition du manuel
contient une erreur corrigée sur les éditions sui-

2n
cos| -—
3

Tom
c=+==

vantes. Remplacer flx] = ZCOS(% - g]

par 2cos S
3 3

1.d)

2. ¢) la courbe admet deux tangentes horizontales
sur cet intervalle.

3. ¢ la courbe coupe l'axe des abscisses en deux
points sur cet intervalle.

4. ¢)
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67. 1. a) Aucune solution.

b) Trois solutions.

c) Deux solutions (deux tangentes horizontales).
d) Deux solutions.

x-L=T  okn
L2

2.flx)=0<1 ou

L
4L 4

68. a) cos(2x) = cos?(x) - (1 - cos?(x)) = 2cos?(x] - 1

2_75 =2cos?(a) - 1< cos?(a) = 32

50
Comme -t <a=<0,cosla) = \/3—72 oucosla)=- /%
50 50

E, on a dans les deux

50

et comme

; 18 3
cas:sinla)=-,|— =-=.
50 5

Laffirmation 1 est donc vraie.

Pour tout x € R : -1 < coslx)] < 1 donc
—e~ < flx) < e~ Or, lime* =0.
En utilisant le théoreme des gendarmes,

lim f(x) = 0 et donc la fonction f admet une asymp-

x—-%°

tote horizontale en +o d’équation y = 0.

Modélisation

69. [ERRATUM] La premiere édition du manuel
contient une erreur qui est corrigée sur les édi-
tions suivantes. Dans la question 1., remplacer
glx) par glt).

82

1. a) ¢’(t) = -3Asin(3t) + 3Bcos(3t) + coslt)
g”(t) = -9Acos(3t) - 9Bsin(3t) - sin(t)

g”(t) + 9g(t) = 8sin(t)

Donc g est solution de (E).

b) g représente la trajectoire du mobile M situé
sur le ressort.

2.9(0)=0=A=0etg(0)]=4=3B+1=4beB=1
Ainsi, glt] = sin(3t) + sin(t).

3.g[t) =0 < sin(3t) +sin(t] =0

& —4sin’(t) + 4sin(t) = 0 & -sin®(t) + sin(t) = 0

on pose T =sin(t) et on résout -T*+ T? =0

onalors T=0ouT=TouT=1.

ainsi sin(t) = 0 ou sin(t) = 1 ou sin(t) = -1.

Donct=0+k1t,kEZ,out=g+kn,kEZ.

70. 1. a) Sur logiciel.
b) Laire semble maximale pour un angle de 45°.

2. a) On considére un repére orthonormé (0, 7 7],
labscisse de B est alors cos(a) et son ordonnée
sin(a).

Ainsi, AB = sinlo) et AD = 2cos(co) donc
Alo) = 2cos(a)sin(o).
b) o4’(ar) = -2sin?(ar) + 2cos?(o) = —4sin?(o) + 2

. 2
A’lo) > 0 < 0 < sinlo) <7<:>0<(x<%et
Tn<oc<n. o est donc croissante sur les inter-

valles }0;%[ et }37“;7{ et décroissante sur

}E ; 377{ s admet donc un maximum en %et laire

maximale est égale a 1 cm?.

71. 1. tanlo) = % = é ‘tan(x) = @ = %
ET «x ET X
2. Pour tout x € }0 g{
sy €0s?(x]) + sin?(x) 1
tan’(x) = =
cos?(x) cos?(x)

Ainsi, la fonction tangente est strictement crois-

sante sur}O;gl.
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3. ATB=ETB -ETA soity=B - o

30625
tan[letanlﬁ_od=tan[l3]—tan[ocl: X x
1+ tan(altan(B) 30,6 25
T+ —x—
X X
56
_ X _ 5,6x
x2+765 x?+765
x?

—

4.a) L'angle ATB est maximal lorsque sa mesure y

lest, avecy € }0 : g{

La fonction tangente est strictement croissante

sur }O;g[ donc y est maximal lorsque tan(y) est

maximal.

5,6x , -5,6x2 + 4 284
glx)=——"———

x2 +765 (x2 +765)2

on détermine le signe de -5,6x? + 4 284 sur 10 ; 501.

V959616 V959616
A=959618et =X g = T

g est donc croissante sur 10 ; xz] et décroissante
sur [x, ; 50].

On pose glx] =

—

L'angle ATB est maximal pour une unique valeur

959616

X, = BT m soit au metre prés 28 m.

—

Une valeur approchée de l'angle ATB, a 0,01 radian
prés est 0,1 soit environ 5,78°.

Déterminer des valeurs de cos et sin

72. Pour tout x réel, cos?(x) + sin?(x) = 1.

Dol : cos{%]+ 8+4\/§ =1

16

c052(7_nj=8‘4‘/§=[\/§—\/g]2

12 16 16

n \/E—\/Z . n 4
cos| — |= pwsqueﬁe E;n.

12 4

73. Pour tout x réel, cos?(x) + sin?(x) = 1.
D’ou : sin? kil +M=1
8 4
Z[EJ 242
4

sin \&) =

| 2—\/5 . T
sin| = |= puisque — €10; n[
8 4 8

74.1. f(x) = -sinlx) + x
’(x) = —cos(x) +1=0
Donc f’ est croissante sur R avec (0] = 0.

Ainsi, f est décroissante sur ]- ; 0] et croissante
sur [0 ; +oo[ et f(0) = 0.

Donc pour tout réel x, flx) = 0.
3 1
2. ¢'lx) = Flx) - = g”lx) = Flx) - —x?
J 6 J 2

g¥x) = sinlx) - x

g“¥(x) = coslx) - 1

Donc g“(x] < 0 c’est-a-dire que g" est décrois-
sante sur R avec g (0] = 0. Ainsi, g” est crois-
sante sur ]-o ; 0] et décroissante sur[0 ; +o[ et
g”(0) = 0. Donc, pour tout réel x, g”(x) < 0. D'ol ¢’
est décroissante sur R avec g’(0) = 0. Donc g est
croissante sur ]-c ; 0] et décroissante sur [0 ; +o9[
et g(0) = 0. Donc, pour tout réel x, glx] < 0.

2 2 4
3.1-“<cosly)<1-+2
2 2 24
x4 x3 ..
4. e(x) == avec ¢’(x) = Z donc € est décroissante

sur ]-oc; 0] et croissante sur [0 ; +<[.

5. Le minimum de € est atteint en zéro, il est donc
pertinent d’utiliser cet encadrement au voisinage

6.1-~—~<-<cos
2 2 24

2 2 4
b 5il5
5 5 5
1-~—+-=0,802et1-~—+—+-—-2-=0,809
2 2 24

La précision est d’environ 0,007.
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Déterminer une aire entre deux courbes
75.1.-1 < coslx) <1

0 < flx) < 3 ; fest positive sur [0 ; 2x].

2. a)

from math import *
def aire(n):
s=0
for k in range (1,n):
s=s+ (2*pi/n)*(-1.5*cos ((k*2*pi)/n) +1.5)
print ("L’aire est égale a environ")
print (s)

b) Laire est égale a environ 9,42 unités d'aire.
c)

from math import*
def aire(n):
s=0
for k in range (1,n):
s=s+ (2*pi/n)*(-1.5*cos ((k*2*pi)/n) +1.5)
print ("L’aire est égale a environ")
print (2*s)

76.1.al-1 b1 d242 d) V3
2.a) f’[x) = -sinlx) + 2
b) g’(x]) = -3coslx)

c) h’(x) = sin(x) + 5cos(x) + 10x

xcos(x) - sinlx)

77. f'lx) =

X

On pose glx) = xcoslx) - sinlx] ¢’lx) = -xsinlx] avec
sin(x) > 0 pour x € 10 ; =l donc g est décroissante

sur]0; n[ avec lirrumg[x] =0etlimg(x)=m.
Ainsi, pour tout x € 10 ; =[, f(x)] < 0 donc f est
décroissante sur]0 ; w[ avec limf(x) = Tet limf(x) = 0.

x—0 XoT

Exercices bilan p. 98

78. Etudier une fonction
1.a) Pourtoutx ER : -1 < coslx) < 1 donc

—e~ < flx] < e~

b) lime* =0

x—-%

Donc par comparaison de limites, lim f(x)=0.

X—-%0

Ainsi, ¢, admet une asymptote horizontale d’équa-
tiony=0en -,
2.flx)=0=coslx)=0=x=nn+2kn, kEZ

84

3. Pour tout réel x € —E;E ,
2 2

\/Ecos x+ X =\/§[cos[x]sin Tl cos|E sin(x))
4 4 4

= cos(x) - sin(x)
4. a) ’(x) = e*cos(x) - e*sinlx) = e*(cos(x) - sin(x))

= \/EGXCOS[X + EJ
4

N | a

b) ’(x) >0 < cos x+E > cos (:)—E<x<E
4 2 4

f est donc croissante sur {—g ; %} et décroissante
T T
sur|—;—|.
c) etd)
_r r
. 2 4 2
f'(x) + 0 -
V2 5
Variation Te
de f /
0 0
5.
2--
14
I 0 n
2 2

6. f est continue sur {0 ; g:l
f prend des valeurs strictement supérieur a 0,5

sur 0;E . Sur E;E , f est strictement décrois-
4 L 2

sante avec f r >05etf T
4 2

flx) = 0,5 admet une solution unique o sur {Ug}

= 0 donc l'équation
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7.0= 1,57
8.y=x+1
24
1
m 0 n
2

79. Nombre de solutions

l.a)l1-2<0e1<to2<xet-1-2>0
2 2 2

<:>—1>§<:>—2<x
b) Pour tout x E R, -1 < sinlx) < 1 etglx) =0
ssinld=to-1<X<]

2 2

ainsi, d'aprés la question 1. a), cette équation
admet des solutions uniquement dans [-2 ; 2].

2. g’(x) = coslx] ]
2
g’lx) <0 e coslx) < cos[gj o g + 2k,

k€Z<x<5?n+2kﬂ:,k€Z

_r T
x - 3 3 n
gl - 0+ 0 -
> 3 n
Variation \ 2 4
et _ﬁ g / \_E
2 6 2

V3 n V3 x

3. —-—">0et-—+=<0
2 6 2 6
g est continue sur lintervalle [-n; ] et donc sur [-2 ; 2].

g est strictement décroissante sur l:—n;—%}

avec f[—n]>0etf[—§j<0. Donc, d'aprés le

théoreme des valeurs intermédiaires, léqua-
tion glx) = 0 admet une unique solution o sur

l:—n ; —E} avec o =-19.
3

. . T T
g est strictement croissante sur {—55} avec

f{—§]<0et f[g]>0 Donc, d'aprés le théoreme
des valeurs intermédiaires, l'équation glx) = 0

. . T T
admetune unlquesolutlonBsurl—E;g:l avec B =0.
g est strictement décroissante sur {g;n} avec

flw) <0et f(g] >0 Donc, d’apres le théoreme des

valeurs intermédiaires, 'équation glx) = 0 admet

. . T
une unique solution y sur lg;n} avecy=19.

Cette équation a donc trois solutions.
4.y=1,895

80. Suites et fonctions trignométriques
1.a) Pour toutx € R : -1 < coslx) < 1 donc

—e~ < flx) <e™.

b) lime* =0et lim-x=-%donc lime~ =0.

x—- X400 X—>+w

Donc grace au théoreme des gendarmes,
lim f(x)=0.
x=Zskl
2. flx) = glx) & coslbx) = 1 & 4 2 yeyz
A
x=-—+k—
4 2

Ce sont les points de coordonnées

TokZ ATk |ou| -2k Z v kX
42 42 42 -4 2

aveck € 7.
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3.alu,,, = f[[n + 1]%] =e "7e7 cos(2nm + 2m)

T

=e "2e2cos(2nm) = f[n%]&

n

(u ) est donc une suite géométrique de raison e,

T

b) ez >1 donc la suite (u) est croissante et
4. a) Pour tout x € [0 ; +o0[,
f'lx) = -e~cos(4x]) - 4sin(4x)e™ = —e(cos(4x] + 4sin(4x])
b) g’lx) = —e~et f’(E + kE] = g’[E + kEJ

4 2 4 2

Daprés la question 2., les deux courbes ont la méme
tangente en chacun de leurs points communs.

5. f'(ﬁl ~-03
2

81. Equations de fonction
1. (x)=-3sin(3x) - 6cos(3x) ; 7’(x) =—9cos(3x) + 18sin(3x)
2.9fx) + ’lx) =0

3. g,[.X'] = —3Sin(3x - 5775} ; g”[x] = —9cos[3x - STTCJ

V2

Donc ¢”(x)+9glx)=0et g(0] = cos[—%nj == et

x=7—n %~
12 3
4. g[x]=04:>cos(3x——J=0 ou kez
x=CaokX
4 3

5= E__71t_111t_57t_191t_23_7t
41212 41212

5_E+E=7_TI:
4 3 12

Donc les solutions s'écrivent x = % +k§, k € 7 et

. . - . e
forment une suite arithmétique de raison 5
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82.acM

d)

Préparer le BAC Je me teste p. 100
83.B 84.B

85.D 86.C

87.B 88.C

89.C

Préparer le BAC Je révise p. 101

90. Un lapin qui vit dangereusement

CAB 4 sine)
cosl8) cos(0)’ cos(8)
0KM _ 1000 m /min et 22KM _ 300
h min
744 sin(6)
t = 1 = cos()
" 125cos(0)" 1000
2.t <t o —2 <7.45" e~
cos(0) cos(6
#(6] - 2 4 sin(6) _ 2(1-2sin(6)) sur|0: ™.
cos?(@)  cos?() cos?(6) 2

f’ est du signe de 1 - 2sin(6) donc f’ est strictement

positive sur {0;%{ et strictement négative sur

E;E et s'annule enE.f T >0
6 2 6 |6

le lapinsensortsi0 <0 < %

91. Aire maximale d’un trapéze
1. Sur ordinateur.

2.a]6€{0;£}
2

(1+AD)x h ) (14 1+ 2cos(0)) x sin(6)
2

b) 54(6) =

= (1 + cos(0))sin(6)
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c) A’(0) = -sin?(0) + (1 + cos(B))cos (0)
A’(0) = -sin2(8) + cos() + cos?0
A’(0) = 2cos?(B) + cos(B) - 1

On effectue un changement de variable en posant
X = cos(6).

On étudie alors le signe du polyndme 2X? + X - 1
sur[0; 1].

d i
0 0 3 5
A'(6) + 0 -
3\3
Variation T

de A

0 1

d) On en déduit que pour 6=E, Uaire du trapeze
est maximale. 3

92. Etude de fonctions

1. f’(x) = -sin(x) - sin(2x)

2. f’(x) = =sin(x) - 2sin(x)coslx) = -sin(x)(1 + 2cos|(x))
3. sinlx) =0 ou 1 + 2cos(x) =0

2n 4Tt
x=0oux=moux=—oux=—
4.
§ 3 g 3 m
sinlx) [0 - - 0+ .
1 + 2cosl(x) + 0 - _ 0 +
f'[X] 0 - U + 0 - 0 +
5.
§ 3 T 3 m
2,5 0,5 2,5
Variation \ / \ /
de f
0,25 0,25

93. Etude de fonctions
avec une fonction auxiliaire
9x% -18x2 +9

A1, flx) =
(Bx2 + 12

2. On effectue un changement de variable en
posant X = x? et on étudie le signe de 9X? - 18X + 9

Comme A =0, ce polyndme est toujours positif.

X — 00 + 00
f'x) +
+00
Variation de f /

y=F[0)x+fl0)=9x-3

B. 1. glx + 211) = glx)
2. a. glx) = flsinlx])
9sin(x)4 = 18sin(x)? +9

b. g’(x) =
g/le) = cosl x (3sin(x)? +1)2

La fonction cosinus est positive sur {—gg} et

, . T b
negative sur|-m;-—|etsur|—;m|.

_Ir T
X - 2 ? T
g'lx) U - 0 + U -
Variation _3\ /0\
deg " _3

Exercices vers le supérieur  p. 102-103

94. Représenter une ampoule
. , b1s T
1. Pour tout réel x € [0 ; 4], F'[x) = zbcos(c +Zx}

2. Comme ces tangentes sont paralléles a l'axe
des abscisses, ona: f(0)=0etf(4) =0

fl0) =0 & %bcos[c] =0<coslc) =0 c = g

puisque ¢ € {Og} On peut vérifier que (4] = 0

. T
nous permet aussi de trouver ¢ = E
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3. f[x]=a+bsin[g+%x] avec fl4) = 3, f(0) = 1

fl0l=1ea+b=1;fl4)=3<a-b=3
On obtientalorsa=2etb=-1.

flx)=2- sin[E + Exj
2 4

95. Suite de sinus
Pour tout entier naturel k non nul, on a

-1 <sinlk) <1 doncjsMsl
k k
On a alors : —_1_i_m_i$sm[1]+sm[2]+
nZ nZ nZ n2 nZ
sinlh) 1 1 1
+ <—+— —
n? " n o
—Xn<u,S—xn-—-<u, <-
n? n? n n

Grace au théoréeme des gendarmes, on peut

conclure que limu, =0. La suite (u) converge
vers 0. e

96. Suite de suite

T . T
On peut prendre a, = —+——avec lima, = —.
n+’| n—+%° 4

Par composition de limite, limu, =g.

N—>oo

97. Variations de fonctions

a) Vrai. b) Vrai. c¢) Faux. Sur B;n} les fonc-

tions cosinus et sinus sont décroissantes puis sur

3 . . .
{n;?n} la fonction cosinus est croissante et la
fonction sinus est décroissante.

98. Une formule utile
1. M(cosla) ; sin(a))

et M| cos a+£ :sin a+£ avec
2 2

88

cos[a + EJ =—sin(a) et sin[a + EJ =cosla)
2 2

d’'ol : M’(-sin(a) ; coslal).

2. Dans le repére (0, OM, OM’), les coordonnées de
N sont : N{cos(b) ; sin(b)).

3. Dans le repeére (0, 7 7’], N(cos(a + b) ; sinla + b)).
De plus, d’apres la question 2., on a :

ON = cos(bJOM + sin(bJOM’.
D’aprés la question 1., on a :

—_

ON = coslb)(cos(ali + sinla) ) + sinlb)(-sinlali + cosla)))

ON = (coslbcosla) - sinlblsinla)) 7
+(coslb)sin(a) + sinlblcoslal);.

4. Ainsi, on a bien démontré les deux égalités
cherchées.

99. Dériver une fonction
a) Faux, elle est décroissante sur cet intervalle.
b) Faux. c) Vrai. d) Vrai.

100. Déterminer es valeurs exactes

il
ol A 2

Pour tout x réel, on a sin?(x) + cos?(x) =1.

zjnti;‘]=1_{f+ﬁ]z=8—4ﬁ=[ﬁ-&12
12 4 v ”
comme xE};gli_sin(%j=\/g;\/§.

D'oU:tan[£]=Jg_J§= 4 = u
12) 246 W2+or 8+43

1
- =2-43.
2+\/§

T, _o5m
"6 412
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“{epets (]
A

Pour tout x réel, on a sin?(x) + cos?(x) = 1.

J 8+4f (6 + 2
4 16
ol
Vo2 4

Vo2 Ws-\ar - M
=L=2+\/§.

Donc :

sin?| — 5n
12

comme x E:l

dou: tan[1 j

101. Inégalité de Huygens

| a

N

_ 2cos®(x) +1-3cos?(x]

1. f’[x) = 2cos(x]) +

cos?(x) cos?(x)
2.a) [x-1)42x+ 1) = (x* = 2x + 1)(2x + 1)
=23+ x2-bx? -2+ 2x+1=2x-3x2+ 1 = Plx)
b) Pourtoutx€10; 1], (x-1)2=0et2x+1>0.
Ainsi, pour toutx €10 ; 1], P(x) = 0.

2cos®(x) +1- 3cos?(x) _ Plcos(x)

3.a) flx) =

cos?(x) cos?(x)
b) Commex € {Og{ cos [x) €10; 11.

D’apres la question 2. b) on peut en déduire que

pourtoutxe[ 2{ f(x)=0.

La fonction f est donc croissante sur { gl: .

Oetlim2sin(x) - 3x = 2—3— lim 1

N 2 - n cos(x)
2

c) fl0) =

= 400

avec sin[%}ﬂ donc : limflx) =

ainsi, linégalité de Huygens est vérifiée.

102. Arc de sinusoide
1. ¢ |, est la ligne brisée qui relie les points A,

{%;OJ et A,(2r; 1) puis les points

A2n;1) et A [5; o].

Distance entre A et A, :

o \/nz +4

2

21t—5—7t

Distance entre A, et A;:

L, =47m%+

e ,estla llgne brisée qui relie les points
| =

et A, 1in \/5 puis les points
2 6 2

. Tin A, @ ﬁ et les points
6 6 2
13n St
AZ[ —] 3 2

Distance entre A et A

ABTC

>

1

9
R

6 2 2 6

2
Distance entre A, et A, \/(ﬁ - @] +02 = E.

6 6 3
2 \/* 2
Distance entre A, et A;: @_5_75 + _3
6 2 2
_N4n?e2] o 4n?+274n
6 3
2.
L-O

Pour i allant de O a n:

\/[n]z [ [375 (1+1)nj [31: lﬁ]]z
L-L+,/|—|+|cos —|-cos +—
n 2 n 2 n

Fin Pour
Afficher L
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3.

Def Ligne_brisee (n) :
L=0
for i in range (n) :
L=L+sqrt((pi/n)**2+ (cos((3*pi)/2
+ (i+l)*pi/n)-cos((3*pi)/2+(i*pi)/n))**2)
print (L)

>>> ligne_brisee(2)
3.724191778237173

>>> ligne_brisee(3)
3.7650074865910144
>>> ligne_brisee(1000)
3.820197296312407

103. Résoudre une équation
sin(x) + sin(2x) = 0 & sin(x) + 2sin(x) coslx) =0
< sin(x)(1 + 2cos(x)) =0

x=0+km
sinlx) =0 ou
2
& ou & x:?+2kn ke”Z
1+ 2cos(x)=0
ou
x:—2—n+2kn
3

104. Représentation graphique
a) Faux car cos(0) = 1.

b) Faux, la courbe n’est pas symétrique par rap-
port a l'axe des ordonnées.

c) Vrai car pas de symétrie non plus par rapport a
Uorigine du repere.

105. Fonctions hyperboliques
1. shlx) = -shlx] ; ch(-x) = chlx) ; thlx) = -th(x).

sh et th sont des fonctions impaires et ch est une
fonction paire.

2. a) ch?x) - sh?(x) =
eZ,\' + e72x + 2exefx _ er _ efo + ZeXe*X _ 4exefx _1
4 4

’

b) chlx) = [e)‘ *;] = shix)

De méme, sh’lx) = chlx)
chlx}? - sh(x)? 1

chlx  chlxP
_ ch?(x) - sh?(x)
© chlxP

th’(x) = et 1-th?(x)

=th'(x)

90

e¥ — g

3. ch’lx) =

ch’lx) >0=x>0

ch est donc décroissante sur ]- ; 0] et croissante
sur [0 ; +oo[ avec ch(0) = 1.

Donc sh est strictement croissante sur 'ensemble
des nombres réels.

1
chlx)?

th est donc strictement croissante sur l'ensemble
des nombres réels.

th’(x) = >0

106. Equation et algorithme

1. La fonction cosinus est continue et strictement
décroissante sur lintervalle [0 ; =] avec f(0) = 1 et
fln) = -1.

D’aprés le théoreme des valeurs intermédiaires,
'équation coslx) = 0,2 a une unique solution dans
Uintervalle [0 ; w].

2.

a0
b<—3
Tant que b-a>0,001:
a+b
2
Si cos(m) >0
a<—m
Sinon
bem
Fin si
Fin tant que
Afficher a et b

—
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Travaux pratiques p. 104-107

TP 1. Chercher la tangente

e Durée estimée : 45 min

o Objectif : Etudier certaines propriétés de la
fonction tangente.

A. Dans le triangle rectangle
AB AC

1. cos[ABC] — sm[ABC] — tan(ABC] —
BC BC AB
2. cos[ACB] AC. sm(ACB] B an(ACB) = AB
BC
3. Soit x la mesure d'un angle aigu, on a alors :
tan(x) = sm[x].
cos|(x)

B. Avec le cercle trigonométrique
1. a) Comme xe}—g El la droite (OM] ne peut

pas étre perpendiculaire a l'axe des abscisses.
Ainsi, la droite (OM] et la tangente T & C au point A
ne sont pas paralleles donc sont sécantes. Le
point N est donc bien défini.

b) Soit P le point de coordonnées (cos(x) ; 0).

Les droites (MP) et (AN] sont paralléles (car toutes
les deux perpendiculaires a l'axe des abscisses) et
les droites (MN] et (AP] sont sécantes en O.

D’aprés le théoreme de Thalés, on a:

ﬂ:%@ Y _ 1 _ sinlx)

MP OP  sin(x)] cos(x) coslx)’

2. a) tan(x + 1) = sin(x + 1) _ —sin(x) - tan(x)
cos(x +m) -coslx)

La fonction tangente est m-périodique.

b) tan(-x) = sin(-x) = ~sinlx] =—tanlx)

cos(-x)  coslx]
La fonction tangente est impaire.
c) La fonction tangente est bien définie sur Uinter-

valle—E;E. Elle est dérivable sur E;E comme
2 2 2 2

le quotient de deux fonctions dérivables sur cet
1
cos?(x)

intervalle. f/(x) =

d) f(x)>0 pour tout xe:l—g;g{ La fonction

tangente est donc strictement croissante sur

il

. . , T
3. a) La fonction cosinus s'annule pour x = 5+ kT,

k € Z. Ainsi, la fonction tangente n’est pas définie
sur R.

b)
T
X -T ‘E E T
+ 00 + 00 0
Variation
de tanlx)
0 —0 —o0
lim cos(x)=
x<7§

avec cos(x)<0etdonc lim tan(x)=

]
x—-=

c)

Na T

TP 2. De plus en plus proche
du sinus et du cosinus

A. Sinus
1.a) 31=6; 5!=120 ; 7!=5 040.
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b)

a<1

Pour i allant de 1 a n faire:
a=axi

Fin Pour

Retourner (a)

C
) def factorielle (n) :

a=1
for i in range (1, n+l):
a=a*i
return (a)

2.

def sinusnombre (x,n) :
s=0
if x>1 or x<-1:
print (‘Erreur’)
exit
for i in range (0, n+1,1) :
s=s+ ((-1)**i)* (x**(2*i+1l)/factorial (2*i+l))
print (‘sin(x) ="', s)

b) La période T est linverse de la fréquence d'un son.
2. a) Graphiquement, sa période est environ égale
a 0,0025.

T=1=Lz0,0022
F 440

b) Lamplitude est de 1.

c) flt) = sin[z—ntJ = sin{i j
440 220

B. Modélisation d’un son
1.a) 7,=0,009 b) 7,=0,003

c) La période de la note mi, est trois fois plus
petite que la période de la note la,.

2.

o0u :

def sinusnombre2 (x,n) :
s=0
if x>1 or x<-1:
print (‘Erreur’)
exit
for i in range (0, n+l,1):
s=s+ ((-1)**i)*(x**(2*i+l)/factorial (2*%i+l))
print (‘sin(x)=', s)

B. Cosinus

ka

1. coslx) = S (-1
2V

2.

def cosinusnombre (x, n) :
s=0
if x>1 or x<-1:
print (‘Erreur’)
exit
for i in range (0, n+1,1) :
s=s+ ((-1)**i)*(x**(2*i)/factorielle(2*i+l))
print (‘cos(x)=',s)

import matplotlib.pyplot as plt
from math import *
from random import *
def modelisationson () :
n=randint (3, 11)
a=[0]*n
£f=0
x=[]
y=I[1]
pas=1
t=0
for i in range (n) :
a[i]=random ()
for k in range (0, 100) :
x.append (t)
for I in range (n) :
f=f+a[i]*sin(110*pi*(i+1)*t)
y.append (f)
t=t +pas
plt.plot (x,y)
plt.shox ()

TP 3. Modélisation du son

A. Modélisation d’un son pur
1.a) flt + T) = Psin(2rF(t + T)) = Psin(2rFt + 2rFT)

ft) = flt+ T) > 20FT = 21 T=%
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le-9

1,24
1,0-
0,8
0,6
0,4-
0,2
0,01




