Chapitre 5: Dérivation et convexité

(o VAR I{¥] Dérivation et convexité

l. Introduction

Commentaires pédagogiques

Manuel p. 136-167

Lobjectif de ce chapitre est de compléter les notions de dérivation vues en 1°" et d’introduire la notion

de convexité d'une fonction.

Ainsi, nous avons fait le choix d'activités d’introduction de diverses natures, progressives et qui suivent

la trame du cours.

Ceci est accompagné d'exercices au niveau croissant de difficulté et de TP de recherche et d'algo-
rithmique permettant une appropriation progressive des différents contenus par l'éléve.

Objectifs

= Déterminer l'image d’'un nombre par une fonction composée.

= Calculer la dérivée d’une fonction composée et en déduire le tableau de variations de cette

fonction.

- Etudier la convexité d’une fonction par différentes méthodes.

= Déterminer les coordonnées des points d’inflexion par différentes méthodes.

Il. Corrigés

Pour prendre un bon départ p. 137

1. Déterminer un nombre dérivé

1. a) Graphiquement on trouve f’(0) = -2, f(0) =
(1) =3etfl1)=0.

b) Graphiquement, la tangente est horizontale
pourx=-1,2etx=0,6.

2. glx) = 3x? et g"[x) = 6x

a) g’(3) =3x32=27

et g’(-3) = 3x (-3)? = 27. On remarque que
g'(-3)=-g’(3).

C’est normal car la fonction x — 3x? est paire.

b) g’(a) = 12 ssi3a’= 12 ssia?= 4 ssia = 2 (abscisse
positive).

2. Déterminer une équation de tangente
1.a) f’x) =2x+3doncf(2) =2x2+3="7et
f2)=22+3%x2+1=11.

b) T, :y=F(2)x - 2)+ f(2).
FT,:y=Tx-2)+11=7x-3.

2. glx) = e*donc ¢’lx) = e~.
T,:y=g(0)lx - 0] +glo).
T,y=10)+1.
T

3. Calculer des dérivées
3

Py

b) ¢'(x) =4 - 7[—%}= 4+12

X X

a) f'(x) = —[3x2] +3x

chlx)=e"+xe=ex + 1)
S (2xe¥ + x%e)(x + 5] - [x%e* + 3)(1)
d)/’(x) =

(x +5)2

_ [2x% +10xe* + x%* + 5x%*) - (x%* + 3)

(x + 5)2

2x%* + 10xe* + x%e* + bx%e* - x%* -3

(x +5)?
_ bx%e* +10xe* + x%e* - 3
(x +5)2
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4. Etudier des tableaux de signes

1. X - -2 3 +00
sgnl(f(x)) - - +
sgn(glx)) - + +

sgnlflx) x glx]) + - +

2. hix) = [x - 3)(x + 3)(3x + 4)

X — 00 —3 _é 3 + 00
3
sgnlx - 3) - - - +
sgnlx + 3) - + + +
sgn(3x + 4) - - + +
sgnlhlx]) - + - +

5. Calculer la dérivée de x — flax + b)
1. f'[x) = 3e¥"!

2
2J-2x 41 -2 +1

2.9'(x)=

Activités p. 138-139

1. Voir des fonctions... a Uintérieur d’autres
fonctions !
e Durée estimée : 20 min

e Objectifs : Introduire la notion de fonction
composée et montrer la construction de fonctions
a partir de fonctions de référence.

A. Schéma de composition avec deux fonctions
1. f(1) = \/37 = \/5 La derniére opération effec-
tuée est la racine carrée.

2. x> ulx) =3x+— viulx)) = v (3x) = \/?

3. C’est l'algorithme A.

4.a)D, =R etD =R.

b) ulvlx)) = JVix) = V3x et v(ulx)) = 3ulx) = 3.

cD, =R etD =R,.Cesdeuxdomaines de défi-
nition sont égaux.

5. uov(0) = ulv(0)) = u\J0) = 0
et vou(0) = v(u(0)) =v(3x0) =0

uovl4) = ulv(4)) = u4) = u(2) = 3x 2 = 6
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et vould) = viulh)) = v3 x 4) = v(12) =412 = 243
donc uov(4) = voul4).

On peut en conclure que les fonctions uev et vou ne
sont pas égales.

B. Schéma de composition avec trois fonctions
w v u 1

x = x+1 - x+10?2 — (x + 12
uovew(x) = uov(wlx)) = uov(x + 1)
=ulvix + 1)) = ullx+ 1)3 = 1
(x + 12
de méme (uov)(x) = il
xZ
(uovlowlx) = (uov)(wlx)) = (uovl(x + 1) = 1
(x +1?

de méme (vew)(x) = (x + 1)?
1
(x + 1

donc uevewl(x) = (uov)ewl(x) = uo(vew)(x).

uolvew)lx) = ullx+1)4 =

2 Etudier une dérivée

e Durée estimée : 20 min

¢ Objectif : Conjecturer et démontrer la formule
de la dérivée d'une fonction composée.

1. X —00 0 +00
Variations |** Fo
deu \ 1 /
2.

X —oo 0 +00

Signe de flx) - +
X — o0 0 +00

Signe de glx) - +
X — 0 0 400

Signe de hlx) - +

3. Ils’agit de la fonction g qui présente le bon signe
(contrairement a h) mais également les bonnes
valeurs (contrairement & f), en effet sa courbe est
symétrique par rapport a lUorigine du repere, donc
g’(-3) = -g’(3) ce qui correspond a la situation de u.
4. [vew)'[x) = W/lx) x vV (wlx))
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5. a) Il suffit de simplifier par vla + h) - v(a) le pro-
duit a droite de l'égalité.
uovla + h) - uovla)

b) lim
h—0 h
_ uovla + h) - uevla) _ vla+ h) - v(a)
-0 y(a+h)-vla) h
. uovla + h) - uov(a) vla + h) - v(a)
=lim
h-0  y(a + h) - v(a) h=0 h

= t’ov(a) x V[a). Ceci est vérifié pour tout réel
adeldou (uev) = (vu'ov) x V.

3 Utiliser une fonction de production

¢ Durée estimée : 30 min
e Objectif : Etudier différentes fonctions et leurs
particularités.
70)+ F120) _ 0+201/20
2
La stratégie ne semble pas efficace.
F10)+ F10) 20310 + 20410
2

2
La stratégie semble efficace.

1. a) — 10v20 = 44,72 < 50.

b) = 20310 =6325> 50,

c) Si on trace la courbe représentative de la fonc-
tion fet les points Al4 ; fl4)) et B(16 ; f(16]) alors le
point M(tx 4 + (1 - t)x 16 ; flt x 4 + (1 - t) x 16)] est
situé au-dessus du point

N(tx4+(1-tx16; tl4) + (1 -t) x f[16))
donc fltx 4 + (1 - t) x 16) = tfl4) + (1 - t)(16).
Autre maniere :

tfl4) = 40t et (1 - t)f(16) = (1 - t]80 = 80 - 80t
donc tfl4) + (1 - t)f(16) = 80 - 40t

De plus : flat + 16(1 - t)) = f(16 - 12t) = 20,/16 - 12t

Soit g la fonction définie par

glt) = 2016 - 12t - (80 - 40t).

Alors g’(t) = 40 + 0012 _ 4120
21612t J16-12t
40 - 120 >Ossiﬂ>¥ssi

J16-12t 120 J16-12¢
,/16-12t>%ssi,/16-12t>3ssi 16-12t=9

ssi7 = 12tssitsl.
12

t 0 - 1

Signe de ¢’(t) + _

Variations de g

Doncg(t)=0sur[0;1]dol:
fltx 4+ (1 -t x16) = tfl4) + (1 - t)f(16).

d) y TA'/
100+
/B
80+ ¥
sof 7
Ty,
A
2077
* 0] 5 10 15 20 25

Les tangentes sont situées au-dessus de la courbe 6,.

4 2
o)+ f20) 0¥ 55 < %

2. a) =32<50

2
La stratégie ne semble pas efficace.

4 2 4 2
f10)+10) 25 1% * 5510

2
La stratégie ne semble pas efficace.

b) =16 <50

c) Si on trace la courbe représentative de la fonc-
tion f et les points Al4 ; fl4)) et B(16 ; f16)] alors le
point M(tx 4 +(1 = t)x 16 ; flt x 4 + (1 - 1) x 16)) est
situé en-dessous du point

Nt x4+ (1-t)x 16 ; tfl4) + (1 - t) x f(16))

donc flt x 4 + (1 - t) x 16) < tfl4) + (1 - t)f(16).

d) y g
,’Igs
601 £
B/
407 #
S,
201 T
A
N o S S S
-0 5710 15 20 25
-201+
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Les tangentes sont situées en-dessous de la
courbe 6.

3.Cela dépend de la modélisation. Dans la
1" modélisation, la 2¢ stratégie semblait efficace.
Dans la 2¢ modélisation, la 2¢ stratégie était moins
efficace que la 1™, elle donne méme des résultats
moindres. Les fonctions des questions 1. et 2. ne
présentent pas la méme orientation de courbe.
La 1 est orientée vers le bas, la 2" vers le haut,
ce qui donne des valeurs pour f(10) tres diffé-
rentes ! Par la suite, nous verrons que la 1™ est
concave et la 2¢ est convexe.

4 Voir le lien entre courbes, sécantes
et tangentes

e Durée estimée : 15 min

e Objectif : Conjecturer des positions relatives de
courbes, de sécantes et de tangentes.

'
'
84+
'

'

2. Voir graphique ci-dessus.

Le segment [AB] est situé en-dessous de la
courbe 6.

3. Voir graphique ci-dessus.

Le segment [CD] est situé au-dessus de la
courbe 6.

Le segment [EF] traverse la courbe €.

4. Les tangentes J,, I, et J_ sont au-dessus de
la courbe 6. Les tangentes J, 7, et J_sont en-
dessous de la courbe 6,.

5. Il existe un point d'inflexion pour €, ici, il s'agit
de lorigine du repére.
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Sur ]-o; 0] Sur [0 ; +oo[

¢ Les sécantes sont
en dessous de €6..

e Les tangentes sont
en dessous de6,.
e | es sécantes sont
au-dessus de 6.

* Les tangentes sont
au-dessus de €..

Avec un point d’inflexion d’abscisse 0.

A vous de jouer p. 141

1. Le schéma de composition de la fonction f est
R v R v R

X = x+2 = [x+2B

2. Le schéma de composition de la fonction g est

R wu R v R
3x2-5

X —> 3)62—5 —>

3.ngw1=ﬂgwn=fL%]=3L

4jwm=ﬂ¢m=nm=§

5.fx) = (-1)e3x + [-x + 1)3e3x = e3%(-1 = x + 1)

= —xe3x.

6. f'(x) = 2xcosx? + 1)
-sin(x)

7. flx) = 42 + coslx) ; F/lx) = ———
* g * 24/2 + cos(x)

or 24/2 + coslx) > 0 et -sinlx) = 0 ssi sin(x) < 0 ssi
x€E[-n+2kn;0+2knl, ke Z.

Donc f est croissante sur [-w + 2km ; 0 + 2kn] et
décroissante sur [0 + 2kn ; mt + 2km].Le tableau de
variations est donc le suivant, pour k = 0.

X 0 T 2n
J3 J3

o

Variations de f
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8. g(x]) = -2xe~or -2e~* <0 pour tout réel x donc
le signe de g’(x] est le contraire du signe de x. Donc
glx)<0surR etg’(x) =0surR..

Donc g est décroissante sur R, et g est croissante
surR. De plus gl0)=e® =e® =1d’oU le tableau de
variations suivant.

X — 00 U + 00
Signe de ¢’(x) + -
1
Variations de g / \
0 0

9. D'apres le graphique, la courbe de f est en-
dessous de ses sécantes sur [-1 ; 0,5] et est
au-dessus de ses sécantes sur [0,5 ; 1,5]. Donc
fest convexe sur[-1;0,5] et concave sur[0,5; 1,5].

10. f est convexe sur [0,25 ; 1,5] et concave sur
[-1;0,25].

11. [ERRATUM] la premiére édition du manuel
contient une erreur et utilise le signe < au lieu
de =. Lerreur est corrigée sur les éditions sui-
vantes.

[a+b] flal+flb) . [a+b _Wa+b)
f = ssi = ssi
2 2 2 2

Ja+b 2%[6451

3
3. p3

12.f a+b sf[<:-7]+f[b] ssi a+b ga +b
2 2 2 2

8(a® + b3)

ssila+ b < ssi(a + b)® < 4(a® + b?)

13. f’ est décroissante sur ]-o ; 0]U[1 ; +oo[ donc
f est concave sur cet intervalle.

f” est croissante sur [0 ; 1] donc f est convexe sur
cet intervalle.

14. ' est décroissante sur :l—OO;%:l donc f est

concave sur cet intervalle.

) 1
f’ est croissante sur |:—;+oo donc f est convexe
sur cet intervalle.

15. flx) =xe donc f'(x) = e + x(-e™) = (1 - x]e™
et f”[x) = —e+ (1 - x)(-e~] = [x - 2]e~.
Or e™> 0 pour tout réelxetx -2 = 0ssix = 2.

Donc f”(x) = 0 ssix = 2 et f’lx) <0 ssix < 2.
Donc f est convexe sur [2 ; +o[ et f est concave sur
]-o0; 2].

16. f'(x) = A 3ex2et f"(x] = _\/;

24 x 4x2

donc f est concave surR;.

-3e? =<0

17. Graphiquement, la courbe présente un point
d’inflexion au point d’abscisse x = 0,7.

18. Graphiquement, la courbe présente un point
d'inflexion au point de coordonnées (-2 ; 1).

19. flx) = [x + 1)e~ donc

f'lx)=e*+x+1)(-e") =(1-x-1e>*=-xe"et
lx) = -1e™ + [xe?) = e(x - 1)

Or e~ > 0 pour tout réel x donc f” change de signe

pour x = 1. Donc le point d'inflexion de €, a pour
coordonnées (1 ; f(1)) c’est-a-dire (1 ; 2e7").

20. flx) = & donc Flx) = X

X X
(x2 = 2x + 2)e*
3

et

f(x) =

X
or e*(x? - 2x + 2] > 0 pour tout réel x donc f” a le
méme signe que x. Elle changerait de signe pour
x = 0 mais n’est pas définie en 0. Donc il n'y a pas
de point d'inflexion pour €..

21. ) = —— e =
24 x

X O + 00

Signe de g’(x) +
/ e
1

>0ssi1+x>0ssix>-1donc

Variations de g

22.

T+ x

D =1-1;+o[N]0 ; +oo[ =10 ; +00[

g
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1

Tlexk -ylex

< 0doncgeststrictement

/[-x] = =
! 1 201+ x)?
2
T+x
décroissante.
x 0 o
Signe de g’(x) _
1
Variations de g \
0
—v2 _ 2
23, fl)=—*— ; = =] et ) = 20023
x? - (Xz - 1]2 [xz _ 1]3

f” change de signe pour x = 1 donc la croissance
commence a ralentir au bout du premier mois
c’'est-a-dire a partir du 1¢" février 2020.

24. f'lx)=e* - 1 et f’[x)=e* + 2 >0 sur ]0 ; +oof.
x2 x3

Donc f” est strictement croissante. Elle ne dimi-
nue jamais.

Exercices

apprendre a démontrer p. 152

Pour s’entrainer
Soit f une fonction deux fois dérivable, f* sa déri-
vée premiere et f” sa dérivée seconde. On admet
que f” est négative sur un intervalle I.
Soit ¢ la fonction définie sur | par:
olx) = flx) = (Fle )b = x)) + Flx))

= flx) = £l )x + F/lx)) x, - flx,).
0 est dérivable comme somme de fonctions déri-
vables et, en notant ¢’ sa dérivée, on obtient :
@'lx) = Flx) = Flx)) + 0= 0=Flx) - Flx,)
or f’est négative sur | donc fest décroissante
surl. Dol :
*six = x, alors flx) < f(x)) donc ¢’lx) < 0 donc
¢ est décroissante sur [x; ; +o[.
*six < x, alors flx] = f(x)) donc ¢’lx) = 0 donc
¢ est croissante sur ]-o ; x,|.
Donc ¢ admet un maximum pour ¢ et ce maximum
est égal a:
olxy) = flxg) = Fx,) x+f x ) x, - flx,) = 0.
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Donc, pour tout réel x de I, ¢lx] < 0 donc
flx) < lx,)(x-x,) + flx,) : la courbe représentative de
fest en dessous de ses tangentes.

Conclusion : sif” est négative, alors la courbe repré-
sentative de f est en dessous de ses tangentes.

Exercices

calculs et automatismes p. 153

25. Shéma de composition 1. [ERRATUM] la pre-
miére édition du manuel contient une erreur : il est
écrit e au lieu de e¥**. Lerreur est corrigée sur
les éditions suivantes.

Schéma de composition de la fonction f

R vu R v R

x > X2+l s e

2. Schéma de composition de la fonction g
R wu R v R w R

xH“zHJxTzHﬁ

26. Dérivée d’une fonction composée
f’(x) = =6xsin(3x% + 1)

27. Dérivée d’une fonction composée

flx) =~ ’ = !

i -1 2A7x-Tx-1

28. Dérivée d’une fonction composée

1
1T

Zx\/;

29. Convexité

flx)=-

D'apres le graphique, les courbes €, et €, sont
représentatives de fonctions convexes.

30. Somme de deux fonctions convexes

Vrai. Soit h = f + g avec f et g deux fonctions
convexes. Alors, pour tout réel x vérifiant les
conditions de définition des trois fonctions :
h”(x) = f”(x) + g”(x) = 0 donc h est aussi convexe.

31. Convexité

Vrai. Si f est convexe alors f”(x) = 0 donc -f”[x) < 0
donc -f est concave.
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32. Exemples de fonctions convexes et concaves

La fonction exponentielle est convexe sur R, la
fonction racine est concave surR..

33. Exemple de point d’inflexion

La fonction cube est convexe sur R_ et concave
sur R, elle présente un point d'inflexion en lorigine
du repere.

34, Cube

La fonction a pour dérivée x — 3x? et pour dérivée
seconde x — 6x. Elle est donc croissante sur R
(dérivée positive), convexe sur R, (dérivée seconde
positive], et concave sur R (dérivée seconde
négative). Réponses a) et d).

35. Racine carrée

La fonction a pour dérivee x - —= et pour dérivée
2\x

—x ) .
seconde X—=— Elle est donc croissante sur R;
X

(dérivée positive), et concave surR; (dérivée seconde
négative). Réponses a) et d).

36. Puissance

La fonction a pour dérivée

x+—> —10x* et pour dérivée seconde

x> -40x°. Elle est donc décroissante sur R (déri-

vée négative), et concave sur R} (dérivée seconde
négative). Réponses b) et d).

37. Point d’inflexion
La fonction a pour dérivée
x — 3[x - 2)% et pour dérivée seconde

x — 6(x - 2). La dérivée seconde change de signe
pour x = 2 donc admet un point d'inflexion d'abs-
cisse 2. Réponse a).

38. Fonctions affines

Vrai. Les fonctions affines ont leurs dérivées
secondes nulles, donc a la fois positives et néga-
tives donc elles sont a la fois convexes et concaves.

39. Fonctions trigonométriques

a) Faux, la fonction cosinus est concave sur|:0 ; g}

b) Vrai, la fonction sinus est concave surlzg;n:l.

Exercices d'application p. 155-157

Etudier un schéma de composition

40. 1. Schéma de composition de la fonction f
R v RNR v R.

x = x*+1 - x2+1.

2. Comme x% + 1 > 0 et que la fonction racine est
définie sur R alors D, = R.

41.1. Schéma de composition de la fonction f

R v R.NR v R,

1 1
x +— — — —
X X
Schéma de composition de la fonction f.

R+ u R+ m R* v R+
1
X [ = T
Jx T
2.0,=R etD, =R’

42.1.Schéma de composition de la fonction f
R wu R+ "R v R-

x = x2-8x+15 +— [x2-8x+15

2.Commex2-8x+15=0ssix € ]-o; 3JU[5 ; +[
et que la fonction racine est définie sur R, alors
D,=1-%; 3]1U[5 ; +0[.

43. 1. Schéma de composition de la fonction f

R wu R v R,

x +— -x+3 +— [-x+3)}

2. Comme x — -x + 3 est définie sur R et que la
fonction puissance est définie sur R alors D, = R.

44.1. Schéma de composition de la fonction f

R v RNR v R
x> L L !
X &
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1 o .
2. Comme x — — est définie sur Ret que la que la
X

fonction exp est définie sur Ralors D, = R".

45. 1. Schéma de composition de la fonction f
R u R v R

e* +1 . e* +1
X X

X —>

X

2. Comme & 1>0 ssi x > 0 et que la fonction

X
racine est définie sur R, alors D, =R.

Déterminer limage d’un nombre par une fonction
composée
ﬁ

46. gof(1) = g[fnn_g[f )= N2

fog(3) = f[g[3]]-f— / _\f

47. gOf[—Z] = g[e—2] - (8_2]2 - e

fogl-1) = fll-1)) = 1) =e' = e
1

48.1.f(11=—

2. g(1) =

3. Mettre x ou+vx a la place dux + 3.

49. fog(1) = flg(1)) = (1) = -

gofl-2) = glf(-2)) = gl4]) =

fog(-1) nexiste pas car g n’est pas définie en -1.
gof(1) = glf(1])) = gl-2) n’existe pas car g n'est pas
définie en -2.

50. gof(2) = g(f(2)) = gl4)=2
fog(2) = flg(2)) = fl1) =1

51. g = explf]. La fonction exp est :

i} définie sur Rdonc D =D,

ii) strictement croissante sur R donc les variations
de g seront celles de f.

iii] strictement positive donc g est strictement
positive.

a) ]-o0 ; 3] réponse d).
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b) ¢’lx) = f'lx)e™ donc ¢’(1) = F(1)e'(1) = 2e° = 2,
réponse al.
c) g est strictement positive donc réponse c.

52. 1. coslf(0)) = cos(n) = -
2. limflx) =

X—>+20

+o et lim e* =+o donc lime™ = +o0,

X—+0 X—>+%0

Calculer la dérivée d’'une fonction composée

53. f'(x) = -e~*2
54. () = — 2 x
2 -1 -1

1 1

55.f(x)=- ex+l
(x + 12

56. f'(x) = -e~
57. '[x) = -4sin(4x)
58. f'[x) = 3(-4e~)(4e™ + 1)2 = ~12e~(4e™ + 1)?
59. 1. f’[x) = coslx), f”[x) = -sinlx), A¥x) = cos(x] et
f9x) = sin(x).
2. M(x) = flx)
3. 1789 (x) = fesc447 0 (x) = f(x) = F/[x) = coslx)
60. f ’(x) = n(-sin(x))(cos(x))"" = —n sin(x](cos(x])""!

Etudier une fonction composée et dresser son
tableau de variations

61. 1. Schéma de composition de la fonction f.
R wu R v R

x - x*-1 5 Jyx¥-1,
2. fexistessix®*-1=0ssix*=Tssix=1

donc D, =[1; +o[.

3. ¢’[x) = 3x? > 0 donc g est strictement croissante
sur R. Voici son tableau de variations.
X 1 +00
Signe de g’(x) +

Variations de g
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4. On en déduit le tableau de variations de f.

X 1 +00

Variations de f

-

62. 1. Schéma de composition de la fonction f.
R u R v R
1 1

T+x

x
T+ x

2. La fonction racine est définie sur R, et

=0ssil1+x>0ssix>-1doncD =]-1; +oo[,
T+ x g

1

(el -1+x ~0

1 2A1+xP
2
T+x

donc g est strictement décroissante.

3.9(x)=

X -1 + 00

Signe de g’(x)

Variations de g

+ 00
\0

4. La fonction racine carrée est strictement crois-
sante sur R, donc f est strictement décroissante.

X -1 +00

+00

\o

63. [ERRATUM] la premiére édition présente une
erreur. Il est écrit %, alors qu'il faut utiliser
lexpression e¥-%", Cette erreur est corrigée sur
les éditions suivantes.

Variations de f

1. Schéma de composition de la fonction f
R wu R v R

X2 -2x — ¥

X —>

2.x—x2-2x etx— e*sont définies sur R a valeurs
dans R donc D, =R.

3.9'lx) = 2x - 2 donc g’[x) = 0 ssix = 1 donc g est
croissante sur [1 ; +o[ et décroissante sur ]-o; 1].

X — 00 0 + 0

Signe de g’(x) - +

Variations de g

4. La fonction exp est strictement croissante
sur R.

X — 00 0 + 00
Signe de 7(x) - +
+ 0 + 0
Variations de f \ /
el=e

R u R % R

2. X—=-— est définie sur R'et x — e* est définie
X
sur Rdonc D, =R".

3. g’[x]=£3 donc g’(x) > 0 ssi x > 0 donc g est
X

croissante sur ]0 ; +oo[ et décroissante sur ]-o ; 0.

X — 00 0 + o0

Signe de g’(x) - +

0 /0

Variations de g

— 00 [| =00

4. La fonction exp est strictement croissante
sur R.

X -0 0 + o0

Signe de '(x) - +

Variations de f
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Lire les intervalles ou f est convexe ou concave

65. fest concave sur [-2 ; -1] et convexe sur [-1 ; +o9[.
66. f est convexe sur [-3 ; 0] et concave sur [0 ; 2].
67. g est concave sur [-6; -3] et convexe sur [-3; O[.
68. h est concave sur [-4 ; 1] et convexe sur [1; 4[.

Démontrer des inégalités
en utilisant la convexité d’'une fonction

69. x — e* est convexe donc sa courbe au-dessus
de ses tangentes. La tangente a sa courbe au point
d’abscisse 0 est

T, :y=f0)x-01+f0)=Tx+T=x+1
donc e* = 1 + x pour tout réel x.

70.x— \/; est concave donc sa courbe en-dessous
de ses tangentes. La tangente a sa courbe au point
d’abscisse 1 est

G () ) ) LY P LS |
2 2 2 2

donc \/; < %[x + 1) pour tout réel x positif.

71.1.x—> \/; est concave doncx — —+/x est convexe.

2.9, y=f9)x =9) + f(9) =%[x—9]+3=%x+1,5
3. Donc —\/; = %x +1,5 pour tout réel x positif.

Etudier la convexité de f
a partir des variations de f’

72. " est croissante sur ]-« ; 6] et f’ est décrois-
sante sur [6 ; +o[ donc f est convexe sur ]-o ; 6] et
f est concave sur [6 ; +oo[.

73.1.f" est décroissante sur ]-o«; 0] et f’ est crois-
sante sur [0 ; +oof.

2. f est concave sur ]-= ; 0] et f est convexe sur
[0 ; +oo[.

74. f est concave sur —00;2—i U 2+i;+:>o et
V3l L s
1 1
fest convexesur|2-—;:2+—|.
NERNE
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75.1. f'[x) = -24x? + 480x - 2400
= -24(x? - 20x + 100) = -24(x - 10)2

2. x — [x - 10)? est décroissante sur ]-o ; 10] et
croissante sur [10 ; +o[. Donc f’ est croissante sur
]-o0; 10] et décroissante sur [10 ; +oof.

3. fest convexe sur ]-o; 10] et concave sur [10 ; +oo.

Etudier la convexité de f a partir du signe de f”
76.1.f(x) =3x2+ 12x et f”(x) = 6x + 12.

2. f”(x) = 0 ssi b6x + 122055ix>—£ssix>—2.

Donc f est convexe sur [-2 ; +o[.

—[x+1]—[3—x]_ -4
(x + 1) e+ 12

42 8

L+ Les 1

2. f”[x) = 0 ssix>-1.

Donc f est convexe sur ]-1 ; +of.

77.1.flx) =

”(x) =

78.1.Flx)=5- et ) =0- 2= 2.
x? X3 x

Donc f”(x) = 0 ssi x > 0.

2. Donc f est convexe sur ]0 ; +oof.

79.1.f”[x) <0ssix € [-4; 4] et f”[x) = 0 ssi
x € l-0; =4]U[4 ; +oo[.

2. Donc f est convexe sur ]-oc ; =4JU[4 ; +oo[ et
concave sur [-4 ; 4].

—9x +6 -9
80.1.a) Flx)= X" et prn)= L,
2 4x

-9

—<0
4lx

2. a) f”(x) < 0 donc f est concave surR’.

b) (x) =

b) f est concave sur R} donc sa courbe représen-
tative est située au dessus de ses sécantes et
en-dessous de ses tangentes.

Lire les points d'inflexion

81. Graphiquement, les points d'inflexion sont
ceux d'abscisses -2 et 2.

82.%,a pour points d'inflexion les points d"abscisses
-Tetl.
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Déterminer algébriquement
les coordonnées des points d’inflexion

83.1. Tableau de signes de f”[x].

X —0o0 A + 00

Signe de (x) + 0 -

2. Le point d'inflexion de la courbe représentative
de fa pour abscisse 4 et pour ordonnée

b+ (6-4) et =6+ 2e.

84.1.F[x)=T7(-x+ 1)e™

flx) = 0ssi-x+1=0ssi 1=x. Donc fest crois-
sante sur ]-o ; 1] et décroissante sur [1 ; +oo[.

2.a)fx)=7(x-2) e=
b) f”(x) =0 ssix-2=0ssix= 2. Donc fest concave

sur ]-o ; 2] et convexe sur [2 ;+[. De plus f(2) = %
e

Le point d'inflexion a pour coordonnées [2 ; %J
e

85.1.7"(x) = [x + 1)%". f’(x) = 0 pour tout réel x donc
f est croissante sur R.

2.a) f”(x) = (x + 1)[x + 3)e~.
b) f”[x) = 0 ssix € ]-o0; -3]U[-1; +x[ et f”[x) < 0
ssix € [-3; -1

De plus f(-3 = n et fl-1= Z
e’ e

Les points d'inflexion de la courbe ont pour coor-

données —3;E et —‘I;g.
el e

86.1.1(x)= —[x+ > _;/E][x+ 5+\/z]e_

2

E{_5—\/5__5+\/z]

2 2

[_5—\/5__5+\/Z
)

f'lx) = 0ssix donc fest

croissante sur

et décrois-
2

sante sinon.
2.a) 7lx) = x = 1)[x + 4)e™

b) 7(x) = 0 ssix € -0 ; ~4]JU[1 ; +[ et f’[x) < 0
ssix € [-4; 1].

De plus f[-4) = -4e* et f(1) = 1
e

Les points d’inflexion de la courbe ont pour coor-
données (-4 ; -4e‘) et 1;E .
e

Exercices d'entrainement p. 158-159

Etude de fonctions composées

87.1.a)x2-7x+ 10 = 0 ssi x € ]-00; 2]U[5 ; +oo[.
(Calculer le discriminant A pour trouver les racines
puis le signe du polynéme en fonction de a).

b) La fonction racine carrée est définie sur R,
donc: D =]-o0; 2]U[5 ; +ool.

2. a) Comme limx? - 7x +10 =+ et lim \x = +2

X0 X+

donc lim glx) = +co.

X—t®©

2x -7

2x2 - 7x+10

. 7 .
Donc ¢’(x) = 0 ssi x = —donc g est croissante sur

b) ¢’'lx) =

% ;+cx{ et décroissante sur }—00 ; ﬂ

c) Tableaux de variations des fonctions f et g.

x - 2 5 +00
+00 +00
Variations de f \ /
0 0
X - 2 5 +00
+00 +0

Variations de g

88.1.a)x2+2x+1=(x+1?2=0ssix € R.

b) La fonction racine carrée est définie sur R et la
fonction inverse sur R°donc il faut que (x+1)? soit
strictement positif, autrement dit que x soit diffé-
rentde -1. 0 = R\{-1}.

2. a) Comme lim(x+1? =+x et limi=0 donc

X—£® X—+ ,X

lim glx) = 0.

X—t0

x—-1 X—-0*

Comme limlx + 12 =0* et lim % =+ donc
X
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limglx) = +o0.

x—-1
f'x)

b) g'lx) = 2\flx) f'x) 2x +2

] i 2o rlx) o 2yl

Donc ¢’lx) = 0 ssix = -2x - 2= 0 ssi x < -1 donc
g est décroissante sur 1-1; +o[ et croissante sur
]-o0 ; ~11.

c) Tableau de variations de la fonction g.

X —o0 -1 +00
Signe de ¢’(x) + _
+00 | 400
Variations de g / \
0 0

89. 1. Les fonctions x — x® - 1 et x = e* sont défi-

nies sur R a valeurs dans R. Donc Dg =R.

2.a) Comme lim x® - 1=+ et lim eX =+ donc
X—+% X—+o

lim glx) = +o.

X—+%

Comme limx® -1=-x et limeX =0 donc

X—-% X—-

lim glx) =0.

X—=%

b) ¢’(x] = f'(xJe"™ = 3x% ' = 0. Donc g est croissante
sur R.

c) Tableaux de variations des fonctions fet g :

X - 0 +00
Signe de () +
+00
Variations de f /
-0
x - 0 +00
Signe de g’[x) +
+00
Variations de g /
0

90. 1. f’lx) = =ksinlkx), f”(x) = -k%cos(kx],
(x) = —kA-k)sin(kx) = k3 sinlkx)
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et f(x) = k*cosl(kx).
2. f9(x) = Kkiflx)
3. f2020)(x] = flex505) (x) =(k4)505 flx) = k2020 f(x)

Etudier la convexité d’une fonction
pour résoudre un probléme

91. fest concave sur [0 ; ] et convexe sinon. g est

m T .
concave sur|-—;—| et convexe sinon.

92. 1. f est convexe sur [4 ; 10] et concave sur
[-1,8; 4].

2. Le point d’inflexion a pour abscisse 4.

93.1.f(x) = 1 x % + [x - 2,5) x 0,4e04
=0,4 1 +x - 2,5 ¥ =0,4xe04
0,4
2. f”(x) = 0,4e% + 0,4x x 0,4e0%
— (0.4 + 0,1 6x)e0%" = 2—25[2x + 5o

3. f"x) = 0ssi2x+5 =0 ssi x=-=. Donc f est

convexe sur{—g ; 7} et concave sur{—S : —g}

94. g'x) = [ etg”lx)=-

(x + 12

org’lx) < 0ssix+1=0ssix= -1 Donc g est
concave sur [0 ; +oo[.

x + 1)

(ex - é)(2e* - 3 3e*(e* +3)

(e - 3) (ex-3P
Or, pour tout réel x € R\\{ln(3)}, 3e* (e* + 3] > 0
donc le signe de f”[x) est celui de (e - 3)° cad celui
de (e*-3). Donc f’[x) =0ssies-3=0ssiex=3
ssix = In(3).

95.1.f(x) = et f”[x) =

2. f”(x) changerait de signe pour x = In(3). Or (n(3)
ne fait pas partie du domaine de définition de f ni
de celuide f”. ILn’y a donc pas de point d'inflexion
pour €..

96. 1. f’[x) = (-5x + 5le~ et

f”(x) = (5x - 10) e = 5(x - 2)e~

2. f”[x) < 0ssix-2=<0ssix =<2 Doncfest
concave sur ]-= ; 2].
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97.1.F[x) =1 + (16x + 52) €05 + (8x2 + 52x + 88)(-0,5) e 0>
= e 0%(-4x? - 10x + 8] + 1
et f”(x) = e%(-0,5)(-4x2 - 10x + 8) + e %%(-8x - 10)
= e 05%(2x2 - 3x - 14)= [x + 2)(2x - 7)e 05,

2. f”[x) = 0 ssix € [-4 ; -2]UI[3,5 ; 10]. Donc f est
convexe sur [-4 ; -2]U[3,5 ; 10] et concave sur
[-2:3,5].

98. 1. f(x) = 2(x + 1)e
et f”(x) = 2(1) e+ 2(x + 1)(-1)e~ = -2xe™.
2. f”(x) = 0 ssix < 0. De plus fl0) = -4.

Donc le point d’inflexion de 6, a pour coordonnées
(0; -4).

99.1. ¢'lx) = —xlx - 2le~ et ¢”[x) = (x* - 4x + 2)e™. Il
faut utiliser (ux v}’ = v’v + uv a chaque fois.

2. Comme e~ > 0 pour tout réel x, le signe de g”(x)
est celui de x? - 4x + 2.

Orx? = bx +2 = (v - (-2 + ) - W2 + 2)).
Doncx?-4x+2=0ssix E]-o0; —\/E + 2]U[\/E +2;+00
et x2 - 4y + 2 < 0 ssi x E[-y2+2;/2 +2]. Donc
g est convexe sur ]—OO;—\/§+2]U[\/§+2;+OO[ et
g est concave sur[—\/E +2;42 + 2.

De plus g[—\/g +2)= [—4\/5 + bleV? 7 et
g[\/§+2]=[4\/5+6]e’\/5’2.

Donc les points d'inflexion de <6g ont pour coordonnées

(V2 +2; 2 + led2) et 2 + 2 (442 + Ble-27)

100. 1. [ERRATUM] la premiére édition du manuel
contient une erreur. Il est écrit h”(x) = -=2sinlx)e,
mais il faut utiliser h”(x) = -2sin(x)e*. Cette erreur
est corrigée dans les éditions suivantes.

h’(x) = -sin(x)e* + coslx]e*
et h”(x) = —cos(x)e* - sin(x) e* - sin(x) e* + cos(x]e
= -2sin(x]e".

2. h”(x) change de signe ssi sin(x) change de signe
donc pourx = kmavec k € Z. Donc les coordonnées
des points d'inflexion de 6, sont (kr ; (-1)*e*n).

101. 1. 77(x) = xlx - 7)lx + 2)e~.

2. f(0) = =26, f(7) = -bLe” et f(-2) = —%.Les points
e

d’inflexion de Céf ont pour coordonnées (0 ; -26),

(7 ; -54€7) et [—2 ; —E]
o2

_ 2Nx +3x —\/;
ek -
2. Comme g¢”lx] ne change jamais de signe,

‘69 n‘admet pas de point d’inflexion.

102.1.9'lx) et g”x) = <0.

103. ' est croissante sur 1-3 ; -2]JU[0 ; 1] donc
f est convexe sur cet intervalle. f” est décroissante
sur ]-2; 0] donc f est concave sur cet intervalle.

104. " est positive sur ]-« ; =7]U[-1 ; 3] donc f
est convexe sur cet intervalle. f”est négative
sur [-7 ; =1]U[3 ; +[ donc f est concave sur cet
intervalle.

105. 7”[x) = m2e™ = 0 donc f est convexe quelque
soit la valeur de m.

106.1. f”(x) = e>' = 0 sur R donc f est convexe
sur R.

2. La courbe représentative de f est au-dessus de
ses tangentes et en dessous de ses sécantes.

-84/x — x?
107.1. ¢"(x) = —————
4x3\/;

donc g est concave surR’.

<0surR;

2. La courbe représentative de g est au-dessus de
ses sécantes et en dessous de ses tangentes.

108. Aprés présentation d'une courte biographie
de Newton et de Leibniz, discussion concernant
la paternité du calcul infinitésimal (regroupant
calcul différentiel et calcul intégral] et ses consé-
quences sur les mathématiques anglais (division
entre les mathématiciens partisans de Newton
avec ceux du reste de U'Europe).

109. Ensemble convexe : objet géométrique tel
que, pour tous points A et B de cet ensemble, le
segment [AB] est aussi situé en intégralité dans
cet ensemble.
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Epigraphe : portion du plan située au-dessus du
graphe d'une fonction. Dans le cas d’une fonction
convexe, cet ensemble est convexe.

Hypographe : portion du plan située en dessous
du graphe d'une fonction. Dans le cas d'une fonc-
tion concave, cet ensemble est convexe.

110. Thémes pouvant étre abordés (liste non
exhaustive) :

- aspect graphique : courbes, sécantes, tangentes

- aspect algébrique : croissance de la dérivée,
positivité de la dérivée seconde

- vitesse de production
- colt moyen
- accélération de croissance.

Exercices bilan p. 160

111. Etude d’une fonction composée

1. La fonction x_)ﬂ est définie sur R" et la fonc-

X
tion x — 7e* est définie sur R.
Donc D, =R".
20 20
2.a) Flx) = 7[-@]& __ 140
x? x2

b) f’(x) < 0 donc f est strictement décroissante.

20
3.a) ) = 280+ 100 T

b) f” change dé signe pour x = -10. f”[x] = 0 ssi
x = -10 donc f est convexe sur [-10 ; 0[U]0 ; +[ et
concave sur J-; -10].

c) import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
x=np.linspace(1l, 30)
y=7*np.exp(20/x)

plt.ylim(0, 1000)

plt.plot(x,y)

plt.show()

112. Composition de fonctions et limites
1. limflx) =0 et f(2) = 0.

X+

2.a)f[x) = =xlx-2) e f[x) = 0ssix € [0; 2].
Donc f est croissante sur [0 ; 2] et décroissante
sur [2 ; +oo[.
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b)

x 0 2 +00
Signe de f(x) + _
4
Variations / €
de f \
0 0

T, y="F4)lx - 4) +fl4)

T, :y=-8e3lx-4)+16e?

T, :y=-8e+48e?

3.a)lx)=(x- \/5 -2+ \/E - Qe

f’Ix) =0ssixe[0; —\/E + Z]U[\/E +2 4+,

Donc f est convexe sur[0; —\/5 + 2]U[\/E +2;+00]
et concave sur[—\/a +2;+2 + 2.

b) f”(x) change de signe pour x € {—\/5 +2;V2+2}

donc les points d’inflexion de 6, sont ceux d'abs-
2+2et\2+2.

4. g'(x) = -f(x)e™ = x(x - 2Je~rlexe™"",

g’lx) < 0ssix €[0;2]. Donc g est décroissante sur
[0; 2] et croissante sur [2 ; +o].

cisses -

x 0 2 +00
Signe de g’(x) - +
1 1
Variations de g \ 1 /
e

Lo 11
5. hlx) = \/@ =xe? zethlx)= %[—x +2e 272,

h(x) =0ssi-x+2=0ssi2=x.

X 0 2 + 00
Signe de h’(x) + -
A
2e 2
Variations de h / \
0 0

113. Domaine de définition
1.x°+8=0ssix*=-8ssix=-2doncD,=[-2; +o=[.

2. Comme limx® +8=+x et lim \/; =+ donc

X+ X—+
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lim glx) = +oo.

X—tx

De plus f(-2) = /(-2]° + 8 = 0.

3.fx)= _3
2¢x*+8

f est croissante sur [-2 ; +oo].

3x?

2¢x+8

et f est croissante sur [-2 ; +o°[.

b) £/[x] - 3(x® +32)xy/x® + 8

4{x® + 82
c) ”[x) change de signe pour x =0

= 0. Donc f’[x) = O0sur [-2 ; +oo[ et

4.a)f(x)= =0. Donc ’(x) = Osur [-2 ; +oo[

(x* + 32 > 0 car par ensemble de définition, nous
avons déja x® + 8 = 0).

Or fl0) = 2 donc le point d’inflexion de la courbe
représentative de fa pour coordonnées (0 ; 2).

114. Exponentielle de fonctions

1.a) f(0) =3, (1) =0 et f(3) = 0.

b) f semble concave sur ]-1 ; 2] et convexe sur
[2; +oo[.

c) f semble avoir pour point d’inflexion le point de
coordonnées (2 ; 0,6).

2. a) lim g(x) =+ et lim19[x] =0.

X—>+%0

b) La fonction exp étant une fonction croissante,
les variations de g sont celles de f.

x -1 1 3 +00
2 +o0
Variations de g / \ /
0 1
e

g’(1)=f(1)e™ =0 et g’(0) = f’(0)e = 3e" = 3e.

115. Convexité d’une fonction
1. a) F/lx) = 1e*" + x(2x)e™"" = (1+ 2x2)ex""
b) 7/(x) > 0 donc fest strictement croissante sur R.
2.a) F(x) = hxe” 1 + 1+ 2x2)(2x)ex~"
= (bx + 4x3)ex"! = 2x(2x2 + 3)e*"!

b) f”(x) = Ossi x = 0 donc f est convexe sur R, et
concave sur R..

3.a) hix) = x - flx) = x - xe*"" = x[1- &)

b) Sur [-1; 1], 1-e*"=0 donc le signe de hlx)
est celui de x. Donc hlx) = 0 ssi x = 0. Donc la
courbe 6, est en dessous de D ssix = flx) ssix = 0.

Donc la courbe 6, est en dessous de D sur [0;1]et

au-dessus de D sur [-1; 0].

116. Tangente
. 100
1. f(x) = 5x* +TX3 +20x2 - 160x + 8 et

f’(x) = 20x® + 100x% + 40x - 160.
2.20(x - 1)(x + 2){x + 4) = (20x - 20)(x? + bx + 8)
= 20x%+100x%+40x - 160 = f”(x)

3.f[x) =0ssix € [-4; -2]U[1; +o[ et f’[x) < 0 ssi
x € |- ; -4]U[-2; 1].

De plus l-4) = -%, f1-2) = ~287 et f1) = -55.
Donc les points d’inflexion ont pour coordonnées
-4;-% (-2 -287) et (1 ; -55).

4.7, y=Fl=Nle = (=1)) + A1)

479 259
o=y
15y 3 3
L
I

Préparer le BAC

Je me teste p. 162

117. B f est décroissante sur 12 ; +[ et x — e est
croissante sur R.

118. B g(2) = e = ¢*.
119. D ¢’(x) = F'[x) ™ donc ¢’(-1) = f/(-1)e™" = 0=2 = 0.

120. A fest décroissante sur12 ; +oo[, x = x + 5 est
croissante sur R et x —+/x est croissante sur R .

'(x)

2 flx)+5

121.CHlx) =

122. A Flx) = 0,20e%% et [x] = x2—+55e02x.
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123.D Comme f”(x) =0ssix=-5alors f’ est crois-
sante sur [-5 ; 10] et décroissante sur [-10 ; -5].

124. D Comme f”[x) = 0 ssi x = -5 alors f est
convexe sur [-5 ; 10] et concave sur [-10 ; -5].

125. A et D fest convexe sur [0 ; 5].

126. D f est convexe sur [-5 ; 10] et concave sur
[-10; -5] donc admet un point d’inflexion pour x = -5.

Préparer le BAC

Je révise p. 163

127. Image d’'un nombre

1. geul-1) = glu(-1)) = g(2) = -1

et ueg(2) = ulg(2)) = u(-1) = 2.

2. Sur ]- ; -1], la fonction u est décroissante et
cet intervalle a pour image lintervalle [2 ; 4]. Or

sur [2 ; 4], la fonction g est croissante. Donc la
fonction gou est décroissante sur ]-oo ; -1].

3. lim glulx)) = +o0 car lim ulx]) =+ et lim g(X] =+

L
X—+0 X+ X+
et on conclut par théoreme sur les limites de
composée.

128. Etudier une fonction trigonométrique

1. Les fonctions x = mx et x = coslx) + x sont défi-
nies sur R a valeurs dans R. Donc ng =R.

2.9 (1) =coslm)+metg (-1)
= cos(-m) - m = cos(m) - m
Donc, pourm>0;g (-1)=g (1) et,

pour m = g +kn [k € 7), g _[-1) = -g_[1). Donc la

fonction g n’est ni paire ni impaire.

La fonction x — cos(mx] est périodique de période
2n . : . e

— mais la fonction x — mx n’est pas périodique.
m

Donc g, n'est pas périodique. On ne peut res-
treindre lintervalle d’étude de cette fonction.

3. lim cos(mx) + mx =cos(0) +0 =1

x—0

et lim cos(x] + mx = cos(2n) + 2 = 1+ 2m.

2n
x—>—

g, ’(x) = -msin(mx) + m = m(1 - sin(mx]) = 0

. 2
Donc g, est croissante sur l:O : _n}
m
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4 2n
X 0 —
m
1+2¢
Variations
deg,
1

129. Points d’inflexion

1. flx) = (-5x2 + 5)e*

donc f’(x) = (-10x)e* + (-5x2 + 5)e* = (-5x% - 10x + 5)e~.

Par suite, f”(x) = (-10x - 10)e* + (-5x? - 10x + 5H)e*
= —(5x2 + 20x + b)e~.

2.A=b>-4hac=20?-4x5x5=400-100=300>0

d'otux, =-2-+3etx, =—2+\/§.

Donc 5x? + 20x + 5 = 0 ssi

xE€l-0;-2- \/E]U[—Z + \/3_ s+

Or -e* < 0 pour tout réel x. Donc ”(x) < 0 ssi
x EJ-o0;-2-\BIU-2+ 3 ; ol et F(x) = 0 ssi

xel-2-43.-243 1L

3. Les abscisses des points d'inflexion de 6, sont
donc:-2-+/3 et—2+\/§.

4. f est concave sur ]—00;—2—\/§]U[—2+\/37;+oo[
et convexe sur[-2 - \/5 -2+ \/37].

130. Etudier une fonction composée

1. x+1=0ssix=1etlafonction x— xe* est défi-
nie sur R donc la fonction f est définie sur R\{1}.
lim{-x + 1 = -

X—>+%0

2. Jlim
x—}+00_x+

2
lime-x»1=g0 =1

X—>+%

1=0 donc lim f(x) = =c. Un raison-

X—>+%

nement analogue en - conduit a lim flx) = +o.

X—>+0

lim(-x +1=0"

x—T

lim =-cc donc limf(x) = 0.
- —x + x>

-
lime-x+1 =0

x>
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lim(-x+1=0*

x-T

lim 1 =-o donc limf(x) = +o.
=T —x +1 x-T
1

lime-+1 = +o0
x>

1 1
3. Flx) = ——=—e, Or —e=+1 < 0 pour tout réel de
Y-
R\{1}. Donc le signe de f’(x) dépend de celui de

T Or——>0ssix€l-;0[U1; +[ et néga-
x-1 x-=1

tif sinon. Donc f est décroissante sur

J-0; 0] U 11 ; +o[ et croissante sur [0 ; 1].

La fonction posséde deux extrema locaux a savoir :
¢ un minimum local pourx =0:A(0 ; e).
e un maximum local pourx=1:B(1;0).

4. On obtient le tableau de variations suivant.

X -0 0 1 + 00
+00 +o0|0
Variations de f \ / \
e -0
5. y
4--
2..
X
-2 0 4
ol

131. Etudier la convexité d’une fonction

1Pl =0+ 14e 5 + (1hx + 421{-%]&%

= {14 -14x - %zjeg = %[—Mx +28e 5.

2. gefg >0 donc le signe de f’[x] dépend seule-

ment de celui de —14x + 28. -14x + 28 = 0 ssi

28 = ’IAxSSi%ZxSSiZBx.

X 0 2 60
70 + 70e%

7

112 70 + 882"

3. a) f”(7) = 0. Le point A est un point d'inflexion
pour €..

Variations de f

b) 2—5e_E > 0 pour tout réel x donc

f”(x) = 0ssix-7 = 0ssix= 7. Donc fest convexe
sur [7 ; 60] et concave sur [0 ; 7].

c) Labscisse pour laquelle la dérivée admet un
extremum est 7 et correspond au point d’inflexion
précédemment cité.

Exercices vers le supérieur  p.164-165

132. Courbe de Lorenz

(RS0 B a2 Ry
2 [x+1? 2x + 12
x+3+\/g [3x+3—\/g]
3% +bx+1_ 3
2(x + 1) 2(x + 1)

b) #’(x) = 0 sur [0 ; 1] donc f est croissante sur
[0; 11

X 0 1
Signe de f(x) +
1
Variations de f /
0
f[01=§><0+ 1 -1=1-1=0
2 0+1
C]x—f[x]=x—§x— L
x+1

) 2xbe + 0= 3xlx + N+ 2x + 1)

2x+1)
_ -x2+x _ -xlx =1
2x+17  2x+1

Sur[0; 1], -x et x - 1 sont négatifs, 2 et x + 1 donc
positifs donc x - flx) = 0 c’est-a-dire x = flx) sur
[0;11
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2. [ERRATUM] la premiere édition du manuel
comporte une erreur. Il est inscrit :

glx)=e"-(e-2Jx+1.

Il faut utiliser U'expression :

gyl =e"-(e-2)x-1.

Cette erreur est corrigée dans les éditions sui-
vantes du manuel.

alglx)=e"-le-2l=e-e+2.0rpourx=0,e =1
donce'-e+2=1-e+2=3-e.0r3-e=0donc
g’lx) = 0 donc g est croissante sur [0 ; 1].

b) g(0)=e’-(e-2)x0-1=0
gll)=e"-(e-2]x1-1=e-e+2-1=1
c)

x 0 Inle - 1) 1
Signe de h’(x] + 0 -
h(ln(e - 1))
Variations de h / \
0 0

hllnle=1)) =lnle-1)-eeV 4 (e-2) In(e - 1) +1
=le-1llnle-1)-(e-1)+1
=0,2

Donc hlx) = 0 donc x - glx) = 0 c’est-a-dire, pour
tout réelx € [0; 1], glx) < x.

3. Chaque fonction (f ou g) vérifie les trois condi-
tions énoncées plus haut dans lactivité. Ce sont
donc bien toutes deux des courbes de Lorenz.

133. Composition avec Uopposé

1. g'(x) = -f'(x)

2. Si fest paire alors fl-x] = flx] pour tout réelx € |
alors : -f'(-x) = f[x]

Donc f” est impaire.

3. Si f est impaire alors fl-x) = -flx) pour tout réel
x € lalors:

—f’(=x) = =f’[x) c’est-a-dire f’(-x) = f’(x).

Donc f’ est paire.

4. Si f” est impaire alors pour tout réelx € | :
-f'[-x) = f'[x).

En cherchant des primitives a gauche et a droite
on obtient :

fl=x) + k, = flx) + k,.

Or pour x = 0, on obtient k, = k, donc f(x] = fl-x] donc
f est paire.
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5. Si f” est paire alors pour tout réelx € | :

f'l-x) = f'(x).

En cherchant des primitives a gauche et a droite
on obtient :

—fl=x) + k, = flx) + k,.

Or pour x =0, f{0) = 0 donc on obtient k, = k, donc
flx) = -fl-x) donc f est impaire.

134. Etudier une fonction composée

T.mx+1=0c-a-dx= A donc D, =R\{—l}.
m m

Dans la suite de la correction on notera :

1 : 1 1
x— -— le faitque x tende vers -—et que x <-—.
m m m

+

1 . 1 1
x— -— le faitque x tende vers -—et que x > -—.
m m m

2.Sim>0alors:

lim(mx + 1 =+%

X+
. 1
lim =0
X+% My + ’I
1
limem+1 =0 =1

X—>+00

donc lim f(x) = +o.

X—>+0

Un raisonnement analogue en - conduit a
lim f(x) = oo,
lim+[—x+1]=0*

1
x—-——

= +o0 donc lim*f[x] = +00,

lim (-x +1)=0-

1
X—-—
m

lim 1 =_ow donc lim flx)=0.
ot mxd ol

m L m
limie-m =0

1
X—-—
m
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Sim < 0alors:

Lim(mx + 1) =-o

X—>+00
. 1 .
lim =0 donc lim f(x) = -,
x—>+2 my + 1 X+
1
limemx+1 =0 =1
X+

Un raisonnement analogue en -% conduit a
lim flx) = +oo.

X—-%

lim [~x+1=0-

1
x—-—
m

lim ! = - donc lim flx)=0.
ol Xt N

" 1
l|m e-x+l = 0

b

lim [~x+1=0°

1
X—-—
m

lim =+mwdonc lim flx) = +o.
17=x+1 17

X—o-—— X—o-—

1 1

L [=mlmx + Jemi _ mixem

3.1/ (x) = mem:1 +

(mx +1? mx + 1

1
Or m?em=1 > 0 pour tout réel de R\{—i}
m

Donc le signe de f ’(x) dépend de celui de

mx+1
Sim > 0alors :

>0ssixE 1—00 ; —i[u]o : +oo[ et négatif

X

mx +1 m

. . 1
sinon.Doncfestcroissante sur}—oo ; ——{UJO ; +oo[
m

et décroissante sur {—l ; 0}
m

La fonction posséde deux extrema locaux a savoir :
e un minimum local pourx=0:A(0;e).

e un maximum local pour x = A :B[—i;OJ.
m m

Sim<0alors:

mx +1 m
sinon.

Y —Qgssix€ }—w;O[U}i;wo et négatif

- 11
Donc f est décroissante sur]—oo ; O[U ——;+°0{ et
m

. 1 i
croissante sur [0 ; ——}.
m

La fonction possede deux extrema locaux a savoir :
¢ un minimum local pourx=0:A(0 ; e).

m m
4. Sim > 0 alors on obtient le tableau de varia-
tions suivant.

e un maximum local pour x = A :B —i;OJ.

1
X — 00 - 0 + 00
m
Signe de f ’(x] + - +
Of+o0 +00
Variations de f_ / \ /
— 0 e

Sim < 0 alors on obtient le tableau de variations
suivant.

X — 00 0 i + 00
m
Signe de f ’(x) - + _
+ o0 + 0 0
Variations de f \ / \
e —00
5.5im>0:
y
’I .
| | | | | | X
-10<50 5 10 15 20
_5-_
Sim<0:
10+
5..

~10 -5 0] "B’ 10 15 20
_5.-
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135. Dérivée n-iéme d’une fonction (1)
1. f’(x) = nx"" et ”[x) = nln - 1)x"2
2. (x)=nln-1)..1x"" = nlx® = n!

136. Dérivée n-iéme d’une fonction (2)

1. f9(x) = _6 ot f¥(x) = 24
x* x5
—1)kk!
2. fiofy) = K
xk+1
3. Montrons par récurrence sur k € N" que
k!
g 2 KL
xk+1
Initialisation : pour k =1
- d'une part f¥{x) = f"(x) = —iz
X
: (= Dek! (=M 1
- d’autre part eI ——;
-
Donc f"(x] = ¢ donc la relation est vérifiée au

rang k=1.

Hérédité : supposons la relation vérifiée a un rang
k fixé et démontrons-la au rang k + 1
—1kk!
gy - EVK!
xk+1
-k +1) (k)

xk+1+‘| xk+2

donc la relation est vérifiée au rang k + 1.

(- ek!
Xk

4. Montrons par récurrence sur k € N" que

1k
%[pouraeR].
a+x)~

alors f&(x) = (- 1)kk! x

Conclusion : pour tout k € N, fl¥(x] =

() =

Initialisation : pour k =1

1
(@ +x)?
A U 1

(@+x) (a+x] __[a+x]2

e d'une part f¥(x) = f(x) = -

e d'autre part

(=M

donc f(x) =
[a + x]‘|+1

donc la relation est vérifiée au

rang k=1.

Hérédité : supposons la relation vérifiée a un
rang k fixé et démontrons-la au rang k + 1

(-1k!

flk) =
[X] [a + x]k+’\
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alors f«(x) = (- 1)kk! x “lk+ ) = (=Tl + 10t
[a + x]k+1+1

[a +x]k+2
donc la relation est vérifiée au rang k + 1.
(- ek!

(3 + x]k+1'

Conclusion : pour tout k € N, f¥(x] =

5. Montrons par récurrence sur k € N que

k!
K (x) =
(x) (@ - xJk1

(poura € R).

Initialisation : pour k=1
1
(a - x)?
k! l 1

G- la-a" (a-xP

e d'une part M(x) = A[x) =

e d’autre part

donc f(x) = donc la relation est vérifiée

[a_x]‘M
aurang k=1.

Hérédité : supposons la relation vérifiée a un rang
k fixé et démontrons-la au rang k + 1

k!
f[k] —
[X] [a - x]k+1
alors f[k+1][x] =klx [_1][_[/( + 1] - [k + 1]'
(a B [a - )2

donc la relation est vérifiée au rang k + 1.
k!

(g = x)k ’

Conclusion : pour tout k € N, f¥(x] =

137. Dérivée n-iéme d’une fonction (3)

1. f’[x) = kek et f”(x) = k?ek

2. f)(x) = knek

3. "(x) est du signe de k". Donc si k est positif
alors (x) est positif quel que soit la valeur de n.

Si k est négatif alors f”(x) est positif pour n pair et
négatif pour n impair.

138. Théoréme des pentes

Y
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Soit a, b et ¢ trois réels tels que a < b < c. Soit f
une fonction convexe et Ala ; fla)), Blb ; flb)) et
Clc ; flc)) trois points de €.

1 inégalité :

soitt = b-a alorste [0;1]etb=tc+(1-ta.
c-a
Or f est convexe donc :
flb) < tflc) + (1 - t)fla)

c-a-d flb) < 222 f(c) + {1 - b;a]f[al

c-a c-a
c-a- df[b]<—f[ )+ —f[a]

c-a c-a
c-a-d (c1 - a)flb) < (b1 - alflc) + (c1 - b)fla)

c-a-d (f(b)1 - fla))(c1 - a) < (flc)1 - fla))(b1 - a)
c-a-d, commecl -a=0etbhl -a=0,
flb) - fla) _ flc] - f(a)

—a  c-a

2¢ inégalité :

soittzﬂalorste [0;1]et
c-a

tlc-al=c-bc-a-dtc-ta=c-b

c-a-db=ta+(1-tlc.

Or f est convexe donc :

flb) < tfla) + (1 - t)flc)
c-a-d f[b]<ﬂf[a1 (1 c- b]f[ )
c-a-d flb) < =2 f(a) + af[l

c-a
c-a-d (c - a)flb) < (c - b]f[a] + (b - alflc)
c-a-d (¢ - a)lflb) - flc)) < (b - c)lflc) - fla))
c-a-d -(c - a)lflc) - flb)) < -(c - b)(flc) - fla))
c-a-d (c - bl(flc) - fla)) < (c - allflc) - flb))

c-a-d,commec-a=#0etc-b=0
flc) - fla) _ flc) - f(b)

c-a c-b
Conclusion :

flb) - fla) _ flc) - fla) _ flc] - f(b)
b-a - c-a N c-b

139. Inégalité de convexité (1)

1 ) .
Ici—+—="1et la fonction ln est concave d'ou :
a

ln{x—a + y_"J = 1ln(xa] + 1ln[y"] =In(x) +n(y) = lnlxy)
a b a b

D’ou, par croissance de la fonction exp,

x@ b
2l
a

140. Inégalité de convexité (2)
La fonction sinus est concave sur {Og} Donc sa

courbe est au-dessus de ses sécantes donc, pour
toutt €[0; 1], on obtient :

sin[ﬂ -t)x0+ tEJ = (1-t)sin(0) + tsin r
2 2

sin[tzjzt
2

2 . ) 2
Pourt = _x' on obtient sin(x) = X
T T

D’autre part, sa courbe est en dessous de ses
tangentes, notamment de sa tangente a lorigine.

T, y=F10)lx - 0) + 0] =

2x
Z <sinlx)=x.
T

D’ou, pour tout x de {0 E}
141. Inégalité arithmético-géométrique

La généralisation de la formule de convexité
donne :

« soit n un entier naturel, soient X, des réels, pour

t €[0;1telquet +t,+..+t =1 sifestune

fonction convexe (resp. concave) alors :

fltx, +tx, +. .. +tx)<tflx)+tflx)+. . +tflx)

(resp. fltx, + tx,+ ...+t x )=t flx )+ tflc )+ ..+t flx ))»
. 1 1 .

ci —+—+..+—=1 et la fonction ln est concave

n n n
d'ol:

ln[lx1+lx2+... + 1an = 1ln[x1]+lln[x2]+...+lln[xn]
n o n n n n n
c-a-d

lln[)c1]+1lnx2 +
n n

1 1 1 1
+—lnlx,)<In| —x, +—x, +...+ —x,
n nn n

c-a-d

ln(\”1x1x2...xn) =<lIn

En opérant par la fonction exponentielle (stricte-
ment croissante sur R}, on obtient :

Xp+ Xy + .+ X

n
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Xp+ Xy + .+ X
Yxx,..x, < 1 —2 "0
n

142. Avec une exponentielle

Soit t=%€[0;1]. La fonction exp est convexe

donc :
1 1 1 1
exp| —a+—b | < —expla) + —explb)
p[z 2] 2P

a+b

Dole? < E[ef’ +eb).

143. Concavité de la fonction réciproque

Soit f une fonction convexe sur un intervalle I.
Alors pour tous a et b de | et pour toutt € [0; 1] :

flta+ (1 - t)b) < tfla) + (1 - t)f(b)
Comme f est strictement monotone de | vers J, f-!
est définie sur Jvers | etil existex € l ety € J tels
quea=f"(x]etb=F"yl.
On obtient donc :

fltf1x) + (1 = OF 1)) < tAF1(x) + (1 = OAF ()
c-a-d
fltfF-"lx) + (1 =)' ) < tx + (1 -ty

Maintenant f et f~' ont méme monotonie

1
1Y (x) = ,d :
[[ Y (x) f’[f‘1[x]]j onc

i) si f est strictement croissante alors f~' l'est aussi
et donc :

A x) + (1 = ' ())) < F'tx + (1 - tly)
c-a-d

tfx) + (1 - F ') < F(tx + (1 - t)y)
autrement dit ceci montre que ' est concave.

ii) si fest strictement décroissante alors ' lest
aussi et donc :

A (x) + (1 = ) ()] = £ tx + (1 - tly)
c-a-d
tFx) + (1 = tF ) = £ tx + (1 = t)y)
autrement dit ceci montre que f-' est convexe.

144, Avec un parametre
1.9,(-x) = e = e™2 = g (x) donc g, est paire.

2.SiA>0alors: lime™* =0.

X—t®

SiA<0alors: lime™* =+,

X—t®©
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3. g5 [x) = -2Axe ™
Si A > 0 alors on obtient le tableau suivant.

X — 00 0 + 00

Signe de ¢/, (x) + (:) _
1

0/\0

Si A < 0 alors on obtient le tableau suivant.

Variations de g,

X -0 0 + o0
T

Signe de ¢/, (x) - 0 +

Variations de g,

+00 i
1
b4.g/x) = -20e ™ +(-20x)?e ™ = 2U(-1+ 2hx2)e ™

5.SiA < 0alors g,”(x) ne change pas de signe donc
il n’y a pas de point d’inflexion.

SiA>0alors g,”(x] change de signe pour x = #, /i

doncily a deux points d’inflexion donc deux points
en lesquels la courbe traverse sa tangente.

145. Point d’inflexion (1)
(6x +15)(3x2) - (3x% + 15x - 10)(6x)

1.a) f'(x) =
(3x?)2
_ —45x2+60x _ —15x + 20
9t 3x3
b)
0 4
X — 00 3 + 00
Signe . N _
de (- 15x + 20)
Signe de (3x%) - + +
Signe de (x] - + -
1 2
" 8
Variations de f \ / \
—oo| -0 1
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(-15)(3x%) - (- 15x + 20)(9x?)

2.a) f"(x) =
(3x°)
| _45x +135x° - 180x? _ 10x - 20
9x° x4

b) f”(x) = 0ssi 10x-20 = 0 ssix = 2.
Donc f est convexe sur [2 ; +o].

c) f”[x) change de signe en 2, donc 2 est un point
d’inflexion pour 6,.

146. Convexité d’une fonction (1)

f’lx) = 4ax® + b et f”(x) = 12ax? donc le signe de ”(x]
est le méme que celui de a. Si a est positif alors f
est convexe et si a est négatif alors f est concave.

147. Convexité d’une fonction (2)
1. f’(x) =3e " + (3x)(=2x)e~" = 3(1- 2x2)e "

Oi’f'[x]BOSSH—2x2>Ossi1>x2

. {JE«E]

ssixe|-——;—|.
2 2

2. f”[x) = bxe(2x% - 3)

f”(x) change de signe en 0. Le point de ¢, d'abs-
cisse 0 est un point d’inflexion.

3.7,:y=Ff(0)x-0) +f0) ; T : y=3x -1
cherchons le signe de g(x).

glx) = flx) - (3x - 1) = 3xe™ - 3x = 3x[e™ - 1)

Or pour tout réel x, e -1<0, donc le signe de
glx) est celui de x. Donc glx) = 0 sur R, et glx) < 0
sur R_. Autrement dit flx) = 3x - 1 sur R, et flx]

< 3x - 1 sur R_c-a-d ¢, est au-dessus de J sur
R, et €, est en dessous de I surR.

J, traverse 6, en le point de ¢, d'abscisse 0.

On retrouve le fait que le point d’abscisse 0 est un
point d'inflexion pour 6.

148. Point d’inflexion (2)
1. f’[x) = 3ax? + 2bx + c et f”(x) = bax + 2b donc :

i) sia> 0alors: f”x) = 0 ssi éax + 2b = 0 ssi

x=-— ssi x=-—. Donc f est convexe sur

ba

b b
-—;+%| et concave sur |-©;-—|.
3a 3a

i) sia < 0alors : f”[x) = 0 ssi bax + 2b = 0 ssi

. b
x<-— ssi x<x-—. Donc f est concave sur

ba

3a
b b
-— ;4% et convexe sur -0 =—1.
3a 3a

2. Quel que soit le signe de a, la dérivée seconde

f”(x) change de signe en —Si, la courbe représen-
a

tative de f admet donc un point d’'inflexion d'abs-

. b
cisse o= ——.
3a

3.Icia=2etb=6donc0c=—£=—é=—1.

3a 6
La courbe représentative de fadmet donc un point
d’inflexion d'abscisse o = -1.

149. Avec un logiciel de calcul formel
1
1.a) f(x) = \/;e” =X &P ® avecx>a

b) lim flx) = lim = x —=0x0=0
X+ x~>+ocex \/;

%, admet une asymptote horizontale d'équation
y=0au voisinage de +».

1 r
2. a] f,[ ] =— e~ 4+ [_’I] 1-x
o T

B R B O 5
2/x 2y
b) Comme e’ > 0 et 2\/; > Oalors le signe de f/(x]

est celuide 1 - 2x. Donc f’[x) = 0ssi 1 -2x =0 ssi

. ) 1
1= 2x ssi 1 = x. Donc f est croissante sur }0 ; —} et
décroissante sur [E : +00{

AT, y= Pk -1)+A1)
3

1 1
T iymlx=Nelmmxs >
12y 2 2

d) Chaque facteur est strictement positif sur R, sauf

S8

2 2

ho? = b= 1= 4] x ==

1-\2

Donc 4x? - 4x - 1 change de signe pour x =

et pour x = % qui sont donc les abscisses des

points d'inflexion de 6.
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f est donc convexe sur ]—oo ;

SorE

2

concave sur
2 2

Travaux pratiques p. 166-167

TP 1. Des composées particuliéres

e Durée estimée : 35 min

e Objectif : Etudier certaines fonctions particu-
lieres et pour certaines leurs réciproques.

A. Fonctions réciproques Lune de l'autre

1. On remarque que les deux courbes sont symé-
triques lune de lautre par rapport a la droite
d’équation y = x.

2. a) gof est définie sur R, et fog est définie sur R.

b) goflx) = glflx)) = glv/x) = (Wx ) = x
foglx) = flglx)) = g(x?) = \/;= Ix|

Ces deux fonctions sont égales sur R, mais pas
sur R tout entier (sur R’ la fonction gof n'est pas
définie).

3. gof est définie sur R, et fog est définie sur R.
geflx) = glflx)) = glln(x)) = e = x

fog(x) = flg(x)) = gle’) = In(e?) = x

Ces deux fonctions sont égales sur R,” mais pas

sur R tout entier (sur R, la fonction gof n'est pas
définie).

B. Fonctions involutives

mmMM=mm={%=

b)

6, gst son propre symétrique par rapport a la
droite d’équation y = x.
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2. g est affine donc définie sur R. h est homogra-
phique et définie pour x = a donc est définie sur

R\{a}.

(ﬁg et6, admettent la droite d’équation y =x comme
axe de symétrie.

c)geglx) =glglx)l =gla-xl=a-(a-x)=x

h°h[x]=h[h[x]]=h[ b +a]= b +a
X-a
+a-a
XxX—-a
b 1
P2 +3= +3=x-3+a=x
b 1
xX-a x-a

A chaque calcul on obtient x d’ol : gog = hoh = Id
chacune de ces fonctions est sa propre réciproque.
C. Fonctions idempotentes

i Six = 0 alors abs(absl(x]) = abs(x] = x.

ii) Six < 0 alors abslabs(x)) = abs(-x) = x = abs|x].

iii) Dans les deux cas, abslabs(x])) = abs(x), la fonc-
tion valeur absolue est dite idempotente.

TP 2. Etude d’une fonction a paramétre

e Durée estimée : 25 min

o Objectif : Etudier lUincidence d'un paramétre
sur certaines fonctions.




Chapitre 5: Dérivation et convexité

N

4 /53 -2 -'1(1) 12 3 4

24

A. Etude d’une fonction trigonométrique

1. Voir courbe gris clair sur les graphiques ci-
dessus.

2. Quel que soit le réel t, f est définie sur R et
est périodique de période 2. On remarque que,
si t est de signe constant, seule 'amplitude de la
courbe varie.

Etudions les variations sur [0 ; 2x] :

i) Sit> 0alors fest croissante su{o ; g}ul:%t ; ZTEiI

et décroissante sur l:g : %ﬂ

3n
T — 2n

x 0 5

N |3

Variations de f

e S

ii) Si t < 0 alors f est décroissante sur

0;E U 3—TE;ZTE et croissante sur E;3—n.
| 2 2 2 2

0 = S
X 2 T 2 n

RN

iii) Si t = 0 alors f est constante égale a 0.

Variations de f

, f o, =
X 27'[2

0 >

2n

Variations de f

B. Etude d’une fonction exponentielle
1. Voir courbe noire sur les graphiques ci-dessus.

2. Quel que soit le réel t, g est définie sur R car
x — tx® est une fonction polynomiale (définie sur R
a valeurs dans R) et exp est définie sur R.

Etudions les variations sur R :
i) Sit > 0 alors g est croissante sur R.

X — 0 0 + 00
/+OO
Variations de g / 1
0
ii) Si t < 0 alors g est décroissante sur R.
X -0 0 + 00

+00

\1
\0

i) Si t = 0 alors g est constante égale a 1.

Variations de g

X — 00 + 00

Variationsde g |1 > 1

C. Etude d’une fonction racine carrée

1. Voir courbe gris moyen sur les graphiques ci-
dessus.

2. hix) = \/l‘x2 +Xx = \/x[tx +1)
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i) Si t > 0, alors la fonction x — x(tx + 1) est posi-

tive pour xe}—oo;—%:lu[ﬂ;wo[ et négative pour

X E {—; : 0}. La fonction racine est définie sur R _donc:

D, =:|-°°:-HU[0:+°°[.
De plus la fonction x — x(tx + 1) est décroissante
sur :l—oo : —ﬂ et croissante sur [0 ; +o[. La fonction

racine est également croissante donc la composi-
tion par cette fonction conserve la monotonie.

. . 1
Donc la fonction h est décroissante sur}oo : —;:l et

croissante sur [0 ; +oo[.

+ 00 + 00

/

Variations de h

0 0

Donc la fonction h est croissante sur {O;—i:l et

. 1 1
crolssante sur {—— ; ——}.

2t t
[RLA BRIV A S
2 2 4t

Variations de f

iii) Si t =0 alors la fonction h est la fonction définie
par hlx) = \/;

X 0 1 +00

Variations de h

ii) Sit <0, alors la fonction x — x(tx + 1) est néga-

. 1 .
tive pour xe}—oc;O]U —;;+oc et positive pour
xE{O;—;}. La fonction racine est définie sur R,

o]

De plus la fonction x — x[tx + 1) est croissante sur

donc :

0;—l et croissante sur —i;—J . La fonction
2t 2t ot

racine est également croissante donc la composi-
tion par cette fonction conserve la monotonie.
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TP 3. Déterminer Lle lieu de vitesse
maximale de la montagne russe
¢ Durée estimée : 20 min
¢ Objectif : Calculer.
12003(2x - 27)
(4x2 - 108x +1029)

1.77(x) =

2. ”[x) change de signe pour x = 2—27 =13,5. Donc le

point d'inflexion a pour coordonnées (13,5 ; f{13,5)).

3. En ce point, f(13,5) = —\/5. Il s'agit du coefficient
directeur de la tangente en ce point. Sitan(o) = —\/5

alors o = —5 c’est-a-dire a un angle géométrique

de 60°.
4. | a vitesse est maximale pour x = 13,5.



