Chapitre 4: Continuité

(o VA BN :Y Continuité Manuel p. 108-135

l. Introduction

Commentaires pédagogiques

L'objet de ce chapitre est d'aborder la notion de continuité d’une fonction qui est un prolongement de la
notion de limite, notion fondamentale en analyse. On abordera aussi les applications de la continuité sur
la détermination de la limite d'une suite et sur la résolution d’équation.

Nous étudierons en particulier comment déterminer la limite d’une suite récurrente convergente a tra-
vers le théoréme du point fixe et comment montrer d’existence d’une solution d'une équation a travers
des théoremes des valeurs intermédiaires et de la bijection.

Pour cela, dans un premier temps, on définira, de facon intuitive, la continuité d'une fonction en un point
et comment montrer qu'une fonction est continue sur un intervalle.

Dans un second temps, on montrera que l'on peut déduire la continuité de la dérivabilité, que l'on peut
déterminer la limite d'une suite récurrente convergente et que la monotonie associée a la continuité
permet de conclure sur Uexistence et U'unicité de la solution d'une équation.

Objectifs

= Etudier la continuité d’une fonction et la dérivabilité en un point.
= Déterminer la limite d’une suite.

= Trouver le nombre de solutions d’une équation.

=> Utiliser une fonction auxiliaire.

1. Corrigés 3. Déterminer les variations d'une fonction
a) flx) = 6x% - 12x = bx(x - 2)

Pour prendre un bon départ p. 109
X — 00 0 2 + 00

1. Calculer une limite en un point
allimx? -3x+5=9

| o+ 0 - 0 s

-0
x—1 [X - 1]2
b)) = 5+ 2

2. Interpréter une courbe (x2+x+12
a)lim#flx = -1 X |-o ) 0 +o0
La fonction fn’est pas dérivable en 2, car sa courbe : :
admet un point anguleux en 2. flx) | - 0 + 0 -
b) lir?g[x]=0,5 etlimglx)=15 0 1

X2 x—2*
La fonction g n"admet donc pas de limite en 2. f \ 1 /
Sila fonction g n"a pas de limite en 2, elle n'est pas —
continue en 2 et donc pas dérivable en 2. 3 0
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c) Flx) = (2x + Ble~

2
X — 00 2 + 00
7 ) - 0 "
0 o
f
_5
_2e2
d) )= 1=
ex
X — 00 1 + 00
Flx) + 0 -
e
f
—o 0

4. Montrer la convergence d’une suite

1) La suite (u ) est croissante et majorée par 3,
d'aprés le théoréme des suites monotones, la
suite (u ) converge.

2) Réponse c).

5. Comprendre une fonction en langage
Python

f1)=3;0,9) =19 et (1,1) = 4,19

limflx)=2 et limflx) = 4.
x—>1 x—1

Activités p. 110

1 Découvrir la fonction partie entiére

e Durée estimée : 15 min

¢ Objectif : Donner un exemple simple de fonc-
tion discontinue pour appréhender la notion de
continuité a travers ce qu’elle n’est pas.

A. Représentation
1. E(2,3) = 2, E4) = 4, E(-1,7) = -2, E(-3) = -3.
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B. Continuité
1. limE(x)=1et limElx) = 2.
x—2" x—2*

La fonction partie entiére n'admet pas de limite
en 2 car les limites a gauche et a droite ne sont
pas égales.

2.Sia & Z,lim Elx) = Ela).

x—a
3. La partie entiére est continue sur R\Z, c’est-
a-dire les réels non entiers. La partie entiére n'est
pas continue en tout point de Z.

2 Comprendre le lien entre continuité

et dérivabilité

¢ Durée estimée : 15 min

¢ Objectif : Utiliser les fonctions valeur absolue
et racine carrée connues pour faire aborder conti-
nuité et dérivabilité.

A. Une premiére fonction et valeur absolue

1. limflx) = lim flx] =0

X—= X—=

f admet une limites en g car les limites a gauche

et a droite sont égales.

flx) - f[ﬁl ) - f[§]
2 ) 2
— N7 - Det llrrli3 =2.

b) La fonction f n'est pas dérivable en E car les

limites du taux d’acroissement a gauche et droite
ne sont pas égales.
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La courbe n'admet pas de saut en g donc admet
une limite et la courbe admet un point anguleux

en g donc non dérivable.

B. Une seconde fonction et racine carrée
1. limglx) = limglx) =

x—0" x—0*
La fonction g admet une limite en 0.
2. lim glx) - gl0) g(O] _1etlim glx) - gl0)

x>0~ X x—0* X
La fonction g n’est pas dérivable en 0.

NORMAL FLOTT DEC REEL RAD MP n

=1

Mémes constatations.

3 Utiliser les notions de limite et fonction
associée

e Durée estimée : 15 min

o Objectif : A travers deux exemples de suites,
utiliser la fonction associée pour faire le lien entre
la limite d’une suite et la limite d'une fonction.

1.a)

4 ______
3--

2
) u u u

12345 67

b) On peut conjecturer que la suite (v ) converge
vers 2.

2.0n trouve a = 2.

3.alv

n+l =

=l[un—2]=—
2

. o . 1
La suite (v ) est géométrique de raison g = — et de
premier terme v, = 4. 2

b)lv, =4 1 etu, =4 1 +2
2 2

c) lim(lj =0 donc limu, =2.

n—+ 2 n—+%

d) La limite { est donc la solution de flx) =

4 Résoudre une équation

e Durée estimée : 15 min

¢ Objectif : Comprendre Uimportance de la conti-
nuité dans la recherche de solution d’une équation.

1.a) Pour k=0, (E,) a deux solutions car flx] change
deux fois de signe et (E,) a une solution car glx) ne
change qu’une fois de signe.

b) Si k < -1, (E,) a une solution.

Si 1<k <5, (E,) adeux solutions.
Si k=5, (E,) a une solution.

Si k> 5, E,) n"a pas de solution.

c) Sik < -2, (E,) n'a pas de solution.

Si-2<k< g (E,) a une solution.

Sik> E (E,) n'a pas de solution.
2

2. a) La fonction g n’est pas continue en 2 car la
courbe posséde un « saut » en 2.

L'image de Uintervalle [1; 4] par g est :

[1;2]Ul3; 4]

b) Si k < 2, (E,) a trois solutions.

Sik =2, (E)) a deux solutions.
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Si k> 2, [E,) a une solution.

Si k<2, [E,) a une solutions.

Si2 <k =3, (E) n"apas de solution.
Si k>3, (E,) a une solution.

A vous de jouer p. 113

1.1

On peut conjecturer que la fonction est continue
sur R\{1}.

2. Six = 1, la fonction f est continue car un poly-
nome est continue sur son ensemble de définition.

Six =1, la fonction f est discontinue car :

limx -1=0

MRS Pas de
lim—x2+4x+1=4| limiteen 1.
x—T"
2.1. y
2
1 i
X
3 -2 -10 2\
2

On peut conjecturer que la fonction f est continue
sur R.
2. Six = 0, la fonction f est continue comme fonc-
tion élémentaire.
lime* =1
e limf(x) =1
lim=x2+2x+1=1| x0

x—0*

La fonction f est continue en 0.

3. 1. La fonction en continue en 0 car limx? =0.

x—0*
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La fonction f est dérivable en 0 carla courbe €,
admet une tangente en 0 d’équation y = 0.

4.1.0na:
limx =1
x—T
limf(x) =1
lim—=1| *"
=1 x

la fonction f est continue en 1.
2. y

la fonction n’est pas dérivable en 1 car la courbe
posséde un point anguleux en 1.

5. La fonction associée a la suite est :

flx) = %\/xz +8.

La fonction f est continue sur R, comme composi-
tion de fonctions continues. D'aprés le théoreme
du point fixe, € vérifie :

x=0

%\/x2+8=x<: xX2+8=3x &x?+8=9x2

o8l=8cx=1ox=1]
la suite (u ) étant de termes positifs : € = 1.

6. La fonction associée & la suite est :

fla) = 2+ 3x.

L+ x

La fonction f est continue sur R, comme composi-
tion de fonctions continues. D'aprés le théoréme
du point fixe, € vérifie :

flrl=x =x*+x-3=0=x=Toux=-2
comme la suite est minorée par 1:¢=1.
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7. 1. La fonction est dérivable sur [0 ; +oof.
flx) = 3x2 - 18x + 24 = 3(x2 - bx + 8)
*flx)=0e=x,=4oux,=2

* le signe de 7(x] est le signe du trinéme.

X 0 2 4 + 00

Pl |+ 0 - 0 s

2. a) e Sur [0; 2], la fonction f est continue (déri-
vable), strictement croissante et change de signe
car fl0) = -12 et f[2) = 8, d'aprés le théoréme de
la bijection, U'équation flx) = 0 admet une unique
solution o.

* Sur ]2 ; +oof, flx) est minorée par 4, donc ne peut
s’‘annuler.

Conclusion : l'équation flx) = 0 admet une unique
solution sur [0 ; +cof.

b) On constate que la courbe 6, ne coupe qu’une
fois l'axe des abscisses.

LY

;

8.1.f[x)=+vx -2
X 0 4 + 00
1) N
1 +o0
f \_5/
3

2. a) Sur [0 ; 4] et sur 14 ; +oo[, la fonction f est
continue, monotone et change de signe donc
sur ces deux intervalle, d'aprés le théoreme de
la bijection, U'équation flx) = 0 admet une unique
solution respectivement o et 3.

f(1]=—% donc fl1) < 0etdonca € [0; 1].

b) o= 0,69
9.1. def u(n):
u=1
for i in range(l,n+1):
u=9/(6-u)
return u
n 10 50 100 1000
uln) 2,739 2,942 2,970 2,997

On peut conjecturer que la suite (u) converge
vers 3.

2.a)flx)=

- X
La fonction f est continue sur R\{6} donc continue
sur [1;3].
b) D’aprés le théoreme du point fixe, la limite ¢
vérifie l'équation :

? =x & x?-6x+9=0
b6-x
o x-32=0=x=3
donc € = 3.
10.1. def u(n):
u=5

for i in range(l,n+1):
u=(1+3*u)/(3+u)
return u

On peut remplir le tableau de valeurs suivant.

n 5 10 50 100
1,043 1,001 1,000 1,000

uln)

On peut conjecturer que la suite (u) converge
vers 1.

2. a) [ERRATUM] La premiére édition du manuel
utilisait Uintervalle [1 ; 3.

La fonction fest continue sur R\{-3} donc continue
sur [1 ; 5].

b) D'aprés le théoreme du point fixe, la limite €
vérifie l'équation :

flxl=x &x2=1<x=+1

comme £ =1,donc{=1.
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11. 1. On obtient : F(x) = 12g(x)

avec : glx) = ¥®+x%+2x+1.

2. a) On étudie les variations de g.

g lx) =3x2+2x + 2

A =4 -24=-20donc g’(x) ne s'annule pas.

La fonction g est alors strictement croissante,

continue et change de signe car g(-1) = 0 et

gl0) = 1. D’'aprés le théoréme de la bijection,

'équation g(x) = 0 admet une unique solution o

surReto € [-1;0].

b) A laide d’un balayage sur la calculatrice :
-0,57 <o < -0,57

c) Six < aalors glx) <0 et six > aalors glx] > 0.

3. Le signe de fx] est celui de glx].

12. 1. On obtient : f/(x) = @

X
avec : glx]) =x%e* - 1.
2. a) On étudie les variations de g.
Vx>0, g [x)=xlx+2)er=0
La fonction g est alors strictement croissante,
continue et change de signe car g(0) = -1 et
lim glx) = + . D’aprés le théoréme de la bijection,

l'équation g(x) = 0 admet une unique solution o sur
10; +ool.

b) A l'aide d’un balayage sur la calculatrice :

0,70 <a<0,71
c) Six < aalors glx) < 0etsix> aalors glx] > 0.
3. Le signe de f'(x) est celui de glx).

X 0 o +00
i) -0
+00 +00
f
flot)
Exercices

apprendre a démontrer p. 120

Pour s’entrainer

Ona:limflx)= lir?f[x] =f(1)=0.

x—1
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La fonction f est continue en 1.

1+ h)-f01)

lim———=1

h—0~ h
“mw= lim _1_1/7:_1
h—0* h h—0"+ 2

La fonction f n’est pas dérivable en 1.

Exercices

calculs et automatismes p. 121

13. Continuité en un point

Une courbe représente une fonction continue si a
une abscisse donnée on peut associer un ungiue
point sur la courbe et si la courbe n'admet pas de
saut. Les courbes a) et ¢) représentent une fonc-
tion continue.

14. Continuité et fonction par morceaux

Fauxcarf(-1)=1 et lim X+ =0.

¥ x +2

15. Continuité et dérivabilite

1. La fonction f est continue en 2 car la courbe n'a
pas de “saut”.

2. La fonction f n'est pas dérivable en 2 car la
courbe admet deux demi-tangentes différentes
(point anguleux].

16. Continuité et programme Python

Vrai, car si x = -1, la fonction est continue car
composée de fonctions continues et

fl-1)=-1+2="1et limx?=1.

x—>=1

Donc la fonction f est continue en -1.

17. Continuité et suite

b) car la limite € doit vérifier : ¢ = /3¢ + 4et € = 0.

18. Théoréme des valeurs intermédiaires
1. a)
2.d)

19. Théoréme de la bijection

1. La courbe représente une fonction et n'a pas
de saut, donc la courbe représente une fonction
continue.
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2. a) Dans [1; 5], la courbe est continue, stricte-
ment décroissante et coupe l'axe des abscisses
donc d'apres le théoreme de la bijection, l'équa-
tion flx) = 0 admet une unique solution o = 4.

b) Pour tout réel de [-1 ; 1], la courbe est au des-
sus de l'axe des abscisses donc l'équation flx] = 0
n'admet pas de solution.

c) Dans | la courbe coupe 4 fois l'axe des abscisses
donc l'équation flx) = 0 admet 4 solutions.

Exercices d'application p. 122

Conjecturer et montrer la continuité
20.1. Ay

e

On peut donc conjecturer que la fonction f est
continue sur R.

2.Sur R\{-2; 2} la fonction f est continue car com-
posées de fonctions élémentaires.

,}Lr_?fzx+5=1 f est continue
lim1=1 en-2
x—-2%

1@1:1 f est continue
lim-2x+5=1 en?2

x—2%

La fonction f est donc continue sur R.

21.1.0na:
flx)=05x six <100
flx)=0,4x si100=<x <200
flx)=0,35x six =200

2. Lafonction fn’est pas continue en 100 et en 200,
en effet :

lim f(x)=50 et f(100) =40

x—100-

lim f(x)=80 et f(200) = 70.

x—200"

Ailleurs la fonction f est continue.

22. limflx) = im ) = 1) = 1

La fonction f est continue en 1.

23. [ERRATUM] La premiere édition du manuel
utilise un ensemble de définition sur [-2 ; +[, et
la fonction f définie par :

flx)=+/x+2 six <k
fla)= X% six=k
-

La nouvelle édition du manuel mentionne len-
semble de définition [0 ; +oo[ et la fonction f définie
par:

fla)= X2 six <k
o
flx)=+/x+2 six=k

La correction ci-dessous correspond a la nouvelle
édition.

(MINORMAL FLOTT DEC REEL RAD MP []

/

La fonction f est continue si le changement de
forme intervient pour l'abscisse du point d'inter-
section des deux courbes soit pour k = 2.

2. limf(x) = limflx) = f(2) = 2.
x—2" x—2°
La fonction est continue pour k = 2.

24. 1. a) On obtient le graphique suivant.

INORMAL FLOTT DEC REEL RAD MP
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b) La fonction f est continue sur R.

2. Il faut déterminer les limites aux changements
de forme :

lim flx)=-2 et f(3)=-2

x—-3"

limflx)=-2 et f[(5)=-2.
x—5"

La fonction f est donc continue sur R.

3. La fonction f n'est pas dérivable en -3 et en 5
car la courbe admet en ces deux points un point
anguleux. Ailleurs la fonction f est dérivable.

Etudier la continuité et la dérivabilité en un point

25. 1. La continuité du volume vient que l'ajout de
liquide étant continue, son volume aussi.

La fonction volume ne sera pas dérivable en 60,
car la volume étant proportionnel a la hauteur, le
coefficient de proportionnalité change en 60.

2.a) 11=1dm?, pour avoir le volume en litre, il faut
exprimer toutes les mesures en dm.

V(x)=3,6x six <60
Vix)=6,4x - 168 si60 < x <140
b] Ona:
lim 3,6x =216

x—60"

lim 6,4x - 168 =216

x—60"

V est continue
en 60.

Si Uon trace la fonction V sur la calculatrice, on
observe que la courbe n’a pas de tangente en 60
(unités 10 sur (0x) et 50 sur (0y)).

3

26.1.0na:
limflx)=1 et f)=1

x—>-1
La fonction f est continue en 1. Ailleurs la fonc-

tion est continue comme composée de fonctions
de référence.

100

b) La courbe semble ne pas avoir de points angu-
leux, on peut conjecturer que la fonction est
dérivable sur R.

27. [ERRATUM] La premiere édition mentionne
que la fonction f est définie sur R par :

flx)=yx2-x+1 six<1

f[x]=1x?+x+l six>1

La nouvelle édition du manuel utilise :

I‘[x]=—1x2+x+l six>1.
4 4

La correction ci-dessous correspond a la nouvelle
édition.
1.0na:limflx)=1etf1) =1

x—-T

La fonction f est continue en 1. Ailleurs la fonc-
tion est continue comme composée de fonctions
de référence.

b) La fonction semble dérivable car la courbe
n‘admet pas de point anguleux.
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3. a) Soit g la premiére fonction.
)= —/—mMmm—
24x% = x +1
Soit h la seconde fonction.

R (x) = —lx +1
2

1
b) g’ = A1) = ——
g=h0 .

Les nombres dérivée de g et h en 1 sont égaux
donc la fonction f est dérivable en 1.

28. 1. La fonction f est la composée de fonctions
continues sur R, donc f est continue sur R.

pAE)INORMAL FLOTT DEC REEL RAD MP

b) La fonction f semble dérivable sur R car la
courbe nadmet pas de point anguleux.

) Six<0,flx)=—etsix=0,flx) = —
-Xx 1+ x

d) La fonction f est dérivable sur R\{0} car compo-
sée de fonctions dérivables.

e) On calcule les limites du taux d’accroissement
en0:

. flA-flO) . 1

lim =lim =1
h—0" h h-0-1-h
limf[h]—f[O]:“m 1 _1
h—0* h =01+ h

la fonction est donc dérivable en 0.

Déterminer la limite d’une suite

29. La fonction fassociée a la suite (u ) est :

f[x]=1[x +3].
2 X

La fonction fest continue sur R\{0}, d'aprés le théo-
réme du point fixe, la limite | de la suite (u ] vérifie :
1

X2x
—(x+gj=x S x2+2=2x2 = x2=2.
2 X

On obtient = £y2, comme la suite (u ) est minorée
par0,onaalors ¢ = \/E

30. La fonction f associée a la suite (u ] est :
1
flx) = =1+ x2).
4

La fonction f est continue sur R, d’aprées le théo-
reme du point fixe, la limite L de la suite (u ) vérifie :

%[1+x2]=x o x2-4x+1=0.

On obtient x=21\/§, comme la suite (u) est
décroissante et u;=3, onaalors =2 - \/5

31. La fonction f associée a la suite (u ] est :

flx) = e\/;.

La fonction f est continue sur R, d'apreés le théo-
réme du point fixe, la limite L de la suite (u ] vérifie :
evx =x & x[x -e?)=0.

On obtient x = 0 ou x = €2, comme la suite (u ) est
minorée par 6, on a alors € = 0.

32. 1. La fonction f associée a la suite [un] est :
flx) = xe™.

La fonction f est continue sur R, d’aprées le théo-
réme du point fixe, la limite L de la suite (u ] vérifie :

xe¥=xee*=1ex=0dou€=0.

PAINORMAL FLOTT DEC REEL RAD MP n

Ly a bien un seul point d'intersection en 0.
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Trouver le nombre de solutions d’'une équation
33.5ur[0;3], flx) < -2,donc flx) ne peut s'annuler.

e Sur [3 ; +[, la fonction f est continue, stricte-
ment croissante et change de signe car f(3) < 0 et
lim f(x) = +o, d’apres le théoreme de la bijection,

X—>+0

l'équation f(x) = 0 admet une unique solution o.

Conclusion : l'équation flx) = 0 admet une unique
solution sur [0 ; +oel.

34. 1. Sur ]-o0 ; 2] et sur 12 ; +[ la fonction f est
continue et monotone et m € 10 ; 2[ appartient a
Uintervalle image, donc d’apres le théoreme de
la bijection, l'équation flx) = m admet une unique
solution sur chacun de ces intervalles.

2.V x € R, flx) < e? donc 'équation flx) = m avec
m € le?; +o[ n'admet pas de solution.

35. 1. La fonction fest un polynéme donc continue
sur R.

2. flx) = 2 a trois solutions.

3. a) L'équation flx) = 4 ne peut avoir de solution
que dans [-1 ; +oo[.

Sur [-1 ; +[, la fonction f est continue, stricte-
ment croissante et 4 est compris entre f{-1) et
lim f(x) = +o. D’apreés le théoréme de la bijection,

i'_gaCuation flx) = 4 admet un unique solution o.
b) o= 0 3 Uunité prés.

36.1.7 [x) = 2x* -8 = 2(x? - 2)(x2 + 2)
La fonction f est du signe de x? -2 et s'annule pour
x=J_r\/E. On a alors le tableau de variations sui-

37.1.flx) = -4 = x(x?-2x -4) =0

x=00ux=1i\/g
2. Px) = 3x2 -bx -4

f'[x]=0<:>x=—§oux=2

X |- —z 2 +00
3
Flx) fo0 -0 .
=25 o0
f
-0 -12

3. Sur ]-» ; 2[, flx)]<2,5 donc léquation flx] = 4
n'admet pas de solution.

Sur [2 ; +[, la fonction f est continue, strictement
croissante et 4 appartient a lintervalle image
donc d'apres le théoreme de la bijection, l'équa-
tion flx) = 4 admet une unique solution.

4. Il n"existe aucune valeur de k car la fonction f
varie de -« 3 +o,

38. 1. D'aprés le tableau de variations, la fonction
est dérivable sur R donc continue sur R.
2. On utilise la continuité et la monotonie de la
fonction sur des intervalles bien choisis.

vant.
Flx) e
= b + 00
f
-0 =-12

k Nombre de solutions
k<-4 Aucune solution
k=-4 Une solution
-4 < k< -m | Deuxsolutions
k=-m Trois solutions
_n<k< \/E Quatre solutions
\/E < k< 2 | Trois solutions
k=2 Deux solutions
k> 2 Une solution

2.Sur [2; 3], la fonction f est continue, strictement
croissante et f(2) = -6,2 et f(3) = 70,2 donc d’apreés
le théoréme de la bijection, l'équation flx) = 2
admet une unique solution a.

3.0na: 2,24 < o< 2,25.
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39. 1. La fonction f est un polynéme donc continue
sur R.

2.a)F (x) = 4ox® + 9x? + 2x = x(bx? + 9x + 2)
=xlx + 2)(4x + 1)

b) lim f(x) = lim flx) = +o

X+ X—-%
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Cl 1

| - 0+ 0 - 0

+oo =1,02
. \\\\ y//ﬂ

N

3. Léquation (E) admet 2 solutions, en effet :

sur]-o; -2[ et sur{-z ; _1:| la fonction f est conti-
4

nue, monotone et change de signe, d'aprés le
théoréme de la bijection, l'équation f(x) = 0 admet
une unique solution sur ces deux intervalles.

Sur}—%; +00{, flx)=1 donc elle ne peut s'annuler.

Exercices d'entrainement p. 124

=flu)

40 1. a) fest continue sur | = R\{-2} car f est une
fonction rationnelle.

2x + 1

x+2
On obtient alors x = +1.

2[x+2]—1[2x+1]= 3
(x + 22 (x + 22

Pour tout x € |, lx) > 0, la fonction f est crois-
sante.

Déterminer la limite d’une suiteu_,,

=xo+l=x*+2xx=

b)

c) flx) =

2. a) Initialisation: n=0, on a U, = Oetu, = %

On adonc: 0 =<u, < u, <1. La proposition est

initialisée.

Hérédité : soit n € N, supposons que

Osu su <1 montronsquelsu _,su ,<T:
f

Os<us<u, <1 :/> flo) < flu) < flu,,,) < f(1)

1

$_<un+1$un+2<1:>0$un+1$un+2<‘I
2

la proposition est héréditaire.

Conclusion :

toutn e N

par initialisation et hérédité, pour

Osu <su  <1.
n n+1

b) La suite (u ) est croissante et majorée par 1,
d'aprés le théoréme des suites monotones, la
suite(u ) est convergente.

La fonction f est continue sur € et la suite (u ) est
convergente, d’aprés le théoréeme du point fixe, la
limite € vérifie flx) = x, comme € = 0, on en déduit
d'aprés la question 1. b) que € = 1.

41.1. a) fest continue sur | car fest un polynéme.

b) 1,4x(1 -x) =x = x(0,4 - 1,4x]=0<:>x=00ux=%
c) 7lx) = 1,401 - 2x)

Pour tout x € [0 ; 0,5], 7(x) > 0, la fonction f est
croissante.

2. a) Initialisation : n =0, onau,=0,1 etu, =0,126.
On adonc: 0 <u, < u, <0,5. La proposition est
initialisée.

Hérédité : soit n € N, supposons que

0< usu < 0,5, montrons que

O<u
n+1

1
su,,< 0,5:
O<u <u <05
s
=fl0)<flu) <flu ) <f0,5)
=0=<u,  <u ,<03=
O<u,,=u,<05
la proposition est héréditaire.
Conclusion : par initialisation et hérédité, pour
toutneN, 0 < usu < 0,5.

b) La suite (u ) est croissante et majorée par 0,5,
d'aprés le théoréme des suites monotones, la
suite (u ) est convergente.

La fonction f est continue sur | et la suite (u ) est
convergente, d’aprés le théoreme du point fixe, la
limite € vérifie flx) =x, comme € = 0,1, on en déduit

d’aprés la question 1. b) que ¢ = %

42. 1. a) f est continue sur | car f est une fonction
rationnelle.

b]3x+2

On ())Cb+ti1ent alorsx =1+ \/5
Bx+1-18x+2) 1
Lsl2 s
Pourtoutx €1, f (x) > 0, la fonction fest croissante.

2. a) [ERRATUM] Sur la premiére édition du
manuel, l'énoncé donne 0 <u, <u_, <.

=xox2-2x-2=0

c) Flx) =
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Sur la nouvelle édition du manuel, l'énoncé utilise
-05<su su , <3

La correction ci-dessous correspond a la nouvelle
édition.

Initialisation : n=0,onau,=-0,5etu, = 1.

On adonc:-0,5<u,=<u, < 3. La proposition est
initialisée.

Hérédité : soit n € N, supposons que

-0,b =< usu,
_0'5 = un+‘\
-05=su su,
£/

= f-0,5) <flu) <flu ) <f3)

(K

=
4

S 3, montrons que
sy . <3
n+2

1$3

=s1<su_ <u
n+

1 n+2

=-05su  ,su <3

la proposition est héréditaire.

Conclusion : par initialisation et hérédité, pour
toutne N, -0,b < usu S 3.

b) La suite (u ) est croissante et majorée par 3,
d'aprés le théoréme des suites monotones, la
suite (u ] est convergente.

La fonction f est continue sur | et la suite (u ) est
convergente, d'aprés le théoréme du point fixe,
la limite € vérifie flx) = x, comme ¢ = -0,5, on en

déduit d’apres la question 1. b) que €=1+\/§.

43.1.a) fest continue sur | car fest un polyndme.
b) 2x(1 -x)=x = x[1-2x)=0
<:x=00ux=1
2
c) Flx) = 2(1 - 2]

Pour tout x € [0 ; 0,5], f(x) > 0, la fonction f est
croissante.

f/
0<x<05=f0)<flx)<f(05

=0=<flx)=<0,5

d) Si x < 0,5, f est croissante et si x > 0,5 f est
décroissante.

2. a) Initialisation: n=0, on a Uy = 0,1 et u = 0,18

On adonc: 0 <uv, < u, <0,5. La proposition est
initialisée.
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Hérédité : soit n € N, supposons que
O0s<u =<u_, <05 montrons que

Osu ,<u <0)5:
n+1 n+2

Osus=su_ <05
n n+1

f/

=0 <flu,) <flu,,,) <f0,5)

:>O$UM$ 2<0,5
<0,5

la proposition est héréditaire.

un+
=s0<su_<u
n+1

n+2

Conclusion : par initialisation et hérédité, pour
toutneN,0<u <u 6 <05

b) La suite (u ) est croissante et majorée par 0,5.
D'apres le théoréeme des suites monotones, la
suite [un] est convergente.

La fonction f est continue sur | et la suite (u ) est
convergente, d'aprés le théoreme du point fixe, la
limite € vérifie flx) =x, comme € = 0,1, on en déduit
d’aprés la question 1. b) que € = 0,5.

Etudier une fonction a laide d’une fonction
auxiliaire

44 A.1.¢'(x) =3x*-3=3(x*-1)

e g[x) =0 x=11

* Le signe de g’(x) est le signe du trinéme.

X — 00 -1 1 + o0
g £ 0 - 0 .
-2 100

2. Sur [1; 3], g est continue car dérivable, stricte-
ment croissante et change de signe car g(1) = -6
et g(3) = 14, d’aprés le théoréme de la bijection,
'équation glx) = 0 admet une unique solution o

3.Six<a,glk)]<0etsix>a,glx) >0

(3x2 + 4x)(x? = 1) = 2x(x® + 2x?)

B.1.fx)=
(x2 - 11
Fl) = x(3x3 = 3x + 4x? - 4 - 2x® - 4x?)
(x2 - 11
) = N
(x? =17
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x:x+2) x+2

2. Limites en o : fx)= —F/— < ="——
1 1
x{1——] 1-—

X X

On trouve alors : 1,676 < oo < 1,677 aprés 10 ité-
rations.

4.Six<o,glx) <0etsix>aq,glx)>0.
B.1. limflx)=+% et limf(x)=0

Par quotient, on trouve : PN e
lim flx) = +o et lim flx) =~ 2.Flx) - 0+ 2%) - 32%(1-x) _ gla)
Limite en +1 : on détermine le signe de x? - 1. (1+ X (1+ X
3.
X 0 -1 1 +00 X -1 [0 +00
x2 -1 + 0 - U + f(x) - 0 +
On obtient alors les limites suivantes. +© 0
lim flx) =+ limf(x]) = -c0 f \ /
s st flo)
lim flx) = -o0 limf(x) =+
x—-1 x—>T

3. Le signe de f(x] est du signe de xg(x).

X — 00 -1 0] 1 o + 00
|+ f0 - -0 .
+00 0 +00 +00
o AL AN
45.A. 1. ¢'(x) = 6x? —6x = bx[x - 1)
X — 0 1 + 00
g’ (x) + O - O +
-1 o
g _oo/v \_2 /+

2. Sur [1; 2], g est continue car dérivable, stricte-
ment croissante et change de signe car g(1) = -2
et g(2) = 3, d’aprés le théoréme de la bijection,
l'équation g(x]) = 0 admet une unique solution o.

3.

def f(x):
return 2*x**3 - 3*x*x-1
def dicho (a,b):

n=0
while b-a>=10%*(-3):
= (a+b)/2
if f(a)*f(c)<O0:
b=c
else:
a=c
n+=1

return a,b,n

46.1. lim flx) =+ et limflx)=-o

x—>-2* X—+%
—3y2 3 _942
2. f'(x]: 3x [X+2]+x _ 2x (x+3]
(x + 2)2 (x+2)?
3.
X -2 +o0
f'(x) -

+00
f \
—00

4. Sur | la fonction f est continue, monotone et a
valeur dans R. D’apres le théoréeme de la bijection,
U'équation flx) = 2 admet une unique solution o.
f[-1,5) = 6,75 et fl0) =0 donc e € 11,5 ; O[.

5.

def f(x):
return—x**3/(x+2)-2
def dicho (a,b):

n=0
while b-a>=10**(-4):
c=(a+b)/2
if f(a)*f(c)<O0:
b=c
else:
a=c
n+=1

return a,b,n

On trouve alors
14 itérations.

:=1,1795 < o < -1,1794 apreés

47.A.1. lim g[x] =+ et lim g[x] = —00,

2.9'(x)=2e*+2>0
La fonction g est croissante.
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3. a) Sur R g est continue, croissante et a valeur
dans R. D’aprés le théoréme de la bijection,
l'équation glx]) = 0 admet une unique solution o.

b) g(0) = -5 et g(1) = 2e- 5>0donc . € [0 ; 1].

On trouve o = 0,940.
4.Six<a,glx)<0etsix>a,glx) >0.

B. 1. lim flx) =+ et lim f(x]=+co.

2. flx) =2(1 - ™) + e¥(2x - 5) = glx)e™
3. Le signe de F(x) est celui de glx).

X — 00 o + 00
7 x) -0+
+ 00 + 0
f \f[oc]/
4.g{oc]=0<:)eu=_2a+7
. 20.-5
Sl-e=
200-7
_R)2
o flod=2=F o= -1901
200 -

5. lim[f(x) - (2x - 5)] = lim -e~*(2x - 5) = 0"

X+ X—>+0
La droite D est asymptote a 6, en +. La courbe est
en dessous de lasymptote en +o».

C.A (n;0),B, (n;2n-5),C (n;fln)).

1.CB,(0;2n-5-fln)]et A B,(0;2n-5)

2n-5-fln) _e"(2n-5)
n-5  29-5

2. La suite (u ) est géormétrique de raison g =e".

e,

Onadoncu, =

3. limle" =0car-1<e’' < 1.

n—>+0

La suite (u ) converge vers 0.

Limite et continuité

o

s

La fonction semble continue en 0.
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1
2, Par composition : limex = +00,

x—0*
Par quotient : limf(x) = 0.
1 x—0*
limex =0 par quotient : lirg@f[x] =0.

x—0"

La fonction est continue en 0.

o |

N

\)[!l l!]\j'

La fonction semble continue en 0.
2. 1fx)l < |x| et lin3|x|=0.

D'aprés le théoréme des gendarmes limf(x)=0.
La fonction est continue en 0. 0

50.1. 1y < Wr - INx+3)
[x—9][\/;+3] \/;+3

= l La fonction f est continue en 9.

six=9

1
lim
x—9 \/;_‘_3

2. On obtient la courbe suivante.

NORMAL FLOTT DEC REEL RAD MP n

al 1 par produit lirTSf[x] =1

51.1.f(x)=e* x

La fonction est continue en 1.

52.1. En utilisant la quantité conjuguée, on obtient
la forme demandée.

2. a) Par quotient on trouve lingf[x] =0
blm=0 '
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53. 1. Vue la courbe, la fonction ne semble pas
continue.

x% +200x? + 10000 - 10000

20

2. flx) =

X
flx) =x2°+ 200 six =0
lirTJf[x] =0 la fonction est continue en 0.

3. La représentation chaotique proche de 0 s'ex-
plique par les erreurs d'arrondis.

54. 1. largeur = hauteur
2x = l[e" +e -2
2

et +er-bx-2=0
2.a)flx)=e -e™ -4
b) flx)=0& (e¥)2 - 1-4e* =0
c)X?-4X-1=0d0olA=20
la racine positive est alors

¢2£
x1=ln[2+\/g

3.a)

x |0

In(2 +5) +o0
flx) -0 s
0

f \f[ln[Z +J§n/

b) Si 0 <x <x,, flx] < 0 ne peut s'annuler.

Sur [x1 : +o[, la fonction f est continue, croissante
et change de signe donc d'aprés le théoréme de
la bijection, l'équation flx) = 0 admet une unique
solution o

fl2) = -2,48 et f(3) = 6,14 donc o € [2 ; 3].

c)

def f(x):
return exp(x)+exp(-x)-4*x-2
def dicho(a,b):

n=0
while b-a>=10**(-3):
c=(a+b)/2
if f(a)*f(c)<O0:
b=c
else:
a=c
n+=1

return a,b,n

On trouve : 2,466 < o < 2,4667.

4. En posant x = % on retrouve la solution o.

La hauteur h de l'arche est :
h=2t=2x3%=78a
2,466 < o< 2,467 = 192,34 < h <192,43.

55 1 NORMAL FLOTT DEC REEL RAD MP n

\\\'\-

On peut conjecturer que la fonction est continue
en 0 bien qu'en d’autres points elle ne l'est pas.

2. Pourx=0,1_1<5(l]gl

X X X

six>0,ona:1-x<flx) <1
etsix<0,ona:1<flx)<1-x

par le théoréeme des gendarmes a droite et a
gauche de 0, on déduit que limf(x)=1la fonction
est bien continue en 0. =0

Exercices bilan p. 127

56. Fonction et suite (1)
A

(x +2)2
La fonction f est croissante sur [0 ; +ool.

2.fx)=x=x2-3x-6=0

3+\/§
2 11
3.a) Initialisation : n=0,0nau,=1etu, = 3

1.f[x) = >0

Donc o = = 4,37.

Onadonc:0<u,<u, <o.

La proposition est initialisée.
Hérédité : soit n € N, supposons que
0<u, su, , <o, montrons que

O=<u_=<u _<o:
n+1 n+2

O<u =<u_ <o
n n+1

f/

= fl0) < flu,) < flu,,,) < flo)

=3<su . <su. <o
n+ n+.

1 2

=0<su . <su . <aq
n+2

n+1
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la proposition est héréditaire.
Conclusion : par initialisation et hérédité, pour

toutneN,0su <u _ <o.

b) La suite (u) est croissante et majorée par o
donc d'apres le théoréme des suites monotones,
la suite (u ) converge.

4.a)S,=1,5 =3,67,5,=896

b) Comme la suite est croissante et u, > 3,
sin=1alors u > 3, on en déduit alors que :
Sﬂ >1+3n-1)

lim 1+ 3(n - 1) = +o par comparaison lim S, = +.

n—+% n—+o

57. Fonction et suite (2)
A1.glx)=e"-1=0sur/=[0; +x[

g croissante sur |.

2. 9(0) = 0, comme g est croissante, glx) = 0 sur .
3.0nendéduitquesurl,es=x+1=e">nx.

B. 1. fl0) = 0 et f[1) = 1 comme f est croissante,
xe[0;1=flx)el0;1].

e -1-xe* -x2 (1-x]glx)

2.a)flx)-x=
e* —x e'-x
b) Sur[0; 1], M = 0donc (D) est en dessous
de 6,. et -y
C.1.

1

X
L13 1

0 Uy uu
2. Initialisation: n=0,0n ay, = % etu, = 0,56.

Onadonc:%suosm<‘l.

La proposition est initialisée.
Hérédité : soit n € N, supposons que

<u <u__ <1, montrons que
n n+1

Al

1

2

1

E Uy Su,<1:
1

2

Al
S
"
IS
A
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f/

:f[%} <flu)=<flu,)<fl1)

=05<su <su <1
n+1 n+2

:>1Su su <1
2 n+1 n+2

la proposition est héréditaire.

Conclusion : par initialisation et hérédité, pour

1
toutnEN,E$unsum<1.

3. La suite (u ) est croissante et majorée par 1,
d'apres le théoreme des suites monotone, la suite
(u ) est convergente vers ¢.

D'apres le théoreme du point fixe, f étant conti-
nue sur {%;1} vérifie l'équation f(x) = x qui admet

deux solutions 0 et 1 et comme € = 0,5, la suite (u ]
converge vers 1.

58. Résolution d’équation
l.alglx) =0 =x°=1.

L'équation glx)] = 0 admet x = 1 comme unique
solution.

b) Comme la fonction g est croissante pour x > 0.
Six<1,glk)<0etsix>1,glx)>0.

2. a) limf(x) = +o et lim f(x]) = +o

x—=0 X+

2 2glx)

wr o xfx

c) 7[x) est du signe de glx)

b f(x) =2 -

X 0 1 + o0

Flx) -0 s

+00 +00
f \ /
3
3. a) En divisant l'égalité (E) par \/; on trouve
flx = ).

b) D’apres le tableau de variations, sur 10 ; 1[ et
[1; +oo[, la fonction f est continue, monotone et &t
appartient aux intervalles images donc d'apres le
théoréme de la bijection, U'équation f(x) = = admet
sur ces intervalles une unique solution notées o

et B.



Chapitre 4: Continuité

c) Par balayage sur une calculatrice, on trouve :
0,73<a<0,74et1,34 <P <135

59. Fonction irrationnelle

Affirmation 1 : Vraie

Soit glx) =x® -3x + 3, on a alors

g’ x) =3x2-3=3x - 1)x+ 1)

On obtient le tableau de variations suivant.

Sur [-3; +[, la fonction g est continue, croissante
et change de signe, donc d'aprés le théoréme de
la bijection, l'équation glx) = 0 admet une unique
solution o

5.Six<a,glx)<O0etsix>a,glx] >0.

6.gl4) =4 donc o € [-3; 4]

X |- -1 1 +00
g'(x) + 0 - 0 +
5 +00
9
- 1

def f(x):
return(x+2) *exp(x-4)-2
def dicho (a,b):
n=0
while b-a>=10**(-3):
c=(at+b)/2
if f(a)*f(c)<0:
b=c
else:
a=c
n+=1
return a,b,n

Sur ]-1; +[, glx) > 0 donc ne peut s'annuler.

Sur ]~ ; -1], la fonction g est continue, croissante
et change de signe, donc d’aprées le théoreme de
la bijection, l'équation glx) = 0 admet une unique
solution o < 0.

Affirmation 2 : Vraie

Comme g est strictement positive sur Ja ; +[, la
fonction f est dérivable sur cet intervalle.
Affirmation 3 : Faux

Comtre exemple avec m =1

f[-2) =1 et f{1) = 1 donc l'équation flx) = 1 admet au
moins deux solutions.

60. Fonction auxiliaire

A. 1. Par produit et composition : lim g(x] = +co.

2. En développant glx] et avec les limites de réfé-
rences, on a lim glx) = -2.

xX—-%

3.9'(x) = [x + 3)e*

X |- -3 +00
g’lx) - O +
-9 oo
g
=-2,001

4. Sur ]-o0; =3[, glx] < 0 donc ne peut s'annuler.

On trouve en rentrant dicho(-3,4) :
3,069 < o< 3,070

B.1.flx) =0 & x2(1 -e=*) =0

D'oux=0o0ux=4.

2.7 (x)=2x - e"4(-2x - x?) = ~xglx)

X |- 0 o +00

f(x) -

o+ 0 -
+00 flo
f \ / \
0 -

3.9la) =0 (o +2)ea* =2 < ent=
Dol : 0+2
20 o?

flo) = a2 - =
o+2 o+2

61. Portail
A. 1. Immédiat la fonction est paire.

La courbe ¢, est symétrique par rapport a l'axe
des ordonnées.

2.0 =-2 e - Lot |- dlei _ey
8lb b 8

3.7x)=0=x=0
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£lx) - o .

S[O:—b+9J
A
B.1.Comme S(0;:2)ona:b=1.

2.0na:flx)= —l(ex + e‘x]+2.
8 4

fl2) = 1,31

Sur [0 ; 2], la fonction f est continue, décroissante
et 1,5 appartient a lintervalle image, d’aprés le
théoréme de la bijection U'équation flx) = 1,5 admet
une unique solution a.

Par balayage on trouve : o. = 1,76.

3. La masse d'un ventail vaut : 20J.01'8f[x]dx.

18
[*fteidr = —eve 91 2331
0 8 4

La masse vaut alors : 66,2 kg.
Le client va donc décider de motoriser son portail.

62. Population de grenouilles

18 000e05*
(0,4 + 3,6e705x)2
La fonction P est croissante.

1. P'(t) =

2. Par quotient et composition : lim P(t) = 2 500.

o+
3. P(0) = 250. Sur lintervalle [0 ; +x[, la fonction
P est continue, croissante et 2 000 appartient a
Uintervalle image, d'apres le théoréme de la bijec-
tion, U'équation P(t] =2 000 admet une unique solu-
tion t,.
Par balayage sur une calculatrice, on trouve :
t,=72.
4. C'estau cours de 'année 2025 que la population
de grenouilles dépassera 2 000.

63. Plant de mais
1. limhlt)=a donca = 2.

t—+
2

hoj=—2— o £ —01eb=19

1+b 1+b
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2. a) Sur lintervalle [0 ; +x[, la fonction h est
continue, croissante et 1,5 appartient a l'intervalle
image, d’aprés le théoréme de la bijection, l'équa-
tion h(t) = 1,5 admet une unique solution t,.

bl [(ges £(t):
return 2/ (1+19*exp(-0,04*t))
t=0
while f(t)<=1.5:
t+=1
print (t)

On trouve t = 102. Au 102¢ jour le plant de mais a
une hauteur supérieure a 1,5 m.

Préparer le BAC

Je me teste p. 130
64.ActD 65.A

66.B 67.B

68.C 69.C

70.B

Préparer le BAC

Je révise p. 131

71. Ensemble de continuité
1. On obtient la courbe suivante.

\ y
\

On peut conjecturer que la fonction f est continue
sur R.

2. Sur x = -1, la fonction est continue car compo-
sée de fonctions continues.

limx2+2x -1=-2

Yo f est continue
limyx+1-2=-2 en-1
x—-=1
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72. Dérivabilité en 0

1.0na:
}er;e‘x =1 f est continue
lim x2+1=1 enO.
x—-0*

2. On obtient :

La non dérivabilité en 0 s'explique par l'absence
de tangente en 0.

73. Limite par récurrence

1. f est une fonction rationnelle donc continue sur
son ensemble de définition et donc sur [0 ; 9].

2. a) On montre facilement par récurrence l'enca-
drement.

b) La suite (u) est croissante et majorée par 9,
donc d'apres le théoréme des suites monotones,
la suite (u ) converge vers € < 9.

c) La fonction f est continue sur [0 ; 9] et la
suite (u ) est convergente vers ¢, donc d'aprés
le théoréme du point fixe, € vérifie U'équation

x=5+\/5 529
2

flx)=x =519 ou x = ) =~-0,19.
On en déduit alors que ¢ = > +;/5.
74. Etude de fonction
1.0na:
4 2
Fle) =1+ 2x _X +2x2+2x +1
(x2 +1)2 (x2 +1)2

e+ T3 =22+ 3x + 1) =x*+ 202+ 2x + 1
On en déduit alors que :
fz) - B o)
(x2 + 172

2.a) Pourx=0,0ona:

Par produit, on déduit :

lim glx]) =+

X+

. 1T 3 1
iml- —+—+—=1=1"
ey x?2 x° lim glx) = -0

X—-%

b) ¢’lx) = 3x? -2x + 3
A =-32 < 0donc g’[x) n"a pas de racine.

Pour tout x € R, ¢’(x] > 0donc la fonction g est
croissante.

X — 00 -1 0 + o0
g’(x) +
/7"'00
g _4/1
_oo/

c) Sur R, la fonction g est continue, strictement
croissante et change de signe car g(-1) = -4 et
g(0) = 1 donc d'aprés le théoréme de la bijection,
'équation glx) = 0 admet une unique solution o et
o€ [-1;0l

d) On trouve 0,296 < o < -0,295
3.a)six<a,glx)]<0etsix>a,glx) >0.

b) 7 (x) est du signe de [x + 1)g(x).

X - -1 o +00
x+1 - + + 0
glx) - - 0 +
f'(x) + - 0 + 0
X |- -1 a +00

f'(x) + 0 - 0 +
- oo
f / \ /
-0 flor)

75. Deux solutions
1.a) im flx) = lim -x + 3= +o

b) f [x) = e -1.

f(x) =0 < x =0 et comme exp est croissante sur R,
x<0,f(x)<0etx>0,f(x)>0.

X -0 0 + 00

£lx) , o N
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2. a) Sur ]-oc ; 0] et sur [0 ; +[ la fonction f est
continue, strictement monotone et change de
signe donc sur chacun de ces intervalles 'équa-
tion f(x) = 0 admet une unique solution.

b) f(1) = -1,28 et f[2) = 2,38 donc B € [1; 2].
Par balayage, on trouve : B = 1,5 au dixieme.

76. Unique solution
A. 1.0n a les équivalences pour =0 :

ev*=—éxex -1=0ex-e*=flx)=0
2. a) Par sc)fmme, on obtient lim f(x) = +o

X—+%

b) 7(x) =1 +e=*> 0 pour tout x € R.
La fonction f est croissante sur R.

c) Sur R, la fonction f est continue, strictement
croissante et change de signe car limflx]=-o

x—-0%

et limflx)=+% donc d’aprés le théoréeme de la

bijéction, Uéquation flx) = 0 admet une unique
solution o.. De plus f(0,5) = -0,11 et f{1) = 0,63 donc

m

d) Comme f est croissante six € [0 ; o, flx) < 0.
B. 1. a) On a les équivalences pourx =0

XX +Xx
ef=—xer=le xet+x=x+1
X
+(e¥+1)

sxler+l)=x+1

=xogly)=x
e’ +1

b) g est dérivable sur R :
MN+e)-e(1+x) 1-xe
(T+e*) (T+e]
o efler-x)  eflx)
g'lx)= =-
(1+e)? (T+e)

x

g'lx)=

Pour tout x € R,

T >0, on en déduit que le
+ e

signe de g’(x) est celui de —f(x).
Comme sur € [0; al, flx) < 0 alors g’(x]) > 0.
La fonction g est croissante sur [0 ; al.

2. a) Initialisation : n =0, on a Uy = Oetu, = %

On a donc :
initialisée.

0 < vy, < u, < o. La proposition est

Hérédité : soit n € N, supposons que

O<u =<u <o, montronsquel=<u  <u  <o:
n n+1 n+ n+2

1
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O=<u =<u , <o=g0=glu)=<glu,<gloa

n+1
=>-<u_,<u_ <o

2 n+ n+
la proposition est héréditaire.
Conclusion : par initialisation et hérédité, pour
toutnEN,Osunsu < 0.
b) La suite (u) est croissante et majorée par o,

d'aprés le théoréme des suites monotones, la
suite (u ) converge vers €.

n+1

De plus, la fonction g est continue sur [0 ; o,
d'aprés le théoreme du point fixe, € = a.

c)

from math import *
def u(n) :
u=0
for i in range(l,n + 1):
u=(l+u)/(l+exp(u))
return u

Pour n = 4, on trouve alors u,= 0,567 143.

Exercices vers le supérieur p. 132

77.Fonctiondéfinie par unerelation fonctionnelle

1.a) On prend x =y =0, on trouve f(0) = 0.
On prend y = -x et comme f[0] = 0, on trouve
fl-x) = —flx).
La fonction f est impaire.
b) Initialisation : n = 0, on a f(0x) = f{0) = 0 = 0f(x)
La proposition est initialisée.
Hérédité : soit n € N, supposons que flnx) = nflx],
montrons que fl[n + 1)x] = (n+1)f(x).

flln + 1)x] = flnx + x) = flnx) + flx)
De plus,

flln + 1)x] = nflx) + flx) = (n + 1)flx)
la proposition est héréditaire.
Conclusion : par initialisation et hérédité, pour tout
n €N, flnx) = nflx).

c) Comme la fonction f est impaire,
fl-nx) = ~flnx) = -nflx).

d) flx)= f{n X i] = nf(ij = f[fj = 1f[x]
n n n) n

elqEQ,doncq=5aveckEZetn€N.

n
flgx] = f[k x 5} = kf[iJ = Xt = gt
n n n
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f) flg) =flgx 1) =gf(1) = Ag

2. a) D’apres la continuité de la fonction f:
flx)=fllimg, )= limflg,) = limAq,
flx)=Alimg, = Ax.

n—+%

b) Les fonctions f vérifiant cette relation consti-
tuent l'ensemble des fonctions linéaires.

78. Somme et continuité
1.a) y

b) Six & Z, la fonction partie entiére est continue
donc la fonction f est continue par composition de
fonctions continues.

Six =k € Z, calculons les limites a gauche et a
droite de k et la valeuren k :

lirpf,,[x]: (k-1 +[k-k-1]=k
imf(x)=k++(k-Kkl"=k

x—k*

et fn[x] = fn[k] =k

la fonction f est continue sur R.

2.Six¢& Z,ilexistek € Ztelquek <x<k+1
on a alors Elx) = k et E[1 - x) = -k donc glx) = 0.
Six=keZ,glkl=k+1-k=1.

La fonction g n"est pas continue pourx € Z

3. La somme de deux fonctions discontinues peut
étre continue comme les fonctions f ou disconti-
nue comme la fonction g.

79. Produit de fonctions et continuité
1. Supposons que fg est continue en a

lim fglx) = fgla) = flalgla) (1)

X—a

comme la fonction f est continue en a, la limite a
gauche de fg vaut :

limfglx) = fla)lim g(x)

xX—a~ x—a"

de (1) et comme fla) = 0 on en déduit que
lim glx) = gla)

xX—a"

méme raisonnement avec la limite a droite :

lim glx) = gla)

x—a*

donc g est continue en a. Contradiction.

2. a) On calcule les limites a gauche et a droite
de 0.

limfg(x) =limx x (-1=0

x—0" x—0*
limfglx)=limxx0=0
x—0* x—0*

Comme fg(0] = 0, la fonction fg est continue en 0.
b) On calcule la limite en 0.

limfglx) = limx x 1 =1

x—0 x—0* X
Comme fg(0] = 0, la fonction fg est discontinue
en 0.

c) IL faut que la fonction g soit bornée au voisinage
de a, on peut alors avec le théoréme des gen-
darmes, montrer que la limite en a de fg est nulle.

3. Soit les fonctions f et g définies sur [1 ; +oo[ par :

flx) = Elx)
1
g[x] = ﬁ

les fonctions f et g sont discontinues en 2 mais fg
est continue en 2 : lirrzwfg[x] =1=1q(2)

soit les fonctions f et g définies sur R par :
flx) = Elx)

gle) = six #0et gl0)=0
X

les fonctions f et g sont discontinues en 2 ainsi que :

lim fglx) = lim—1 =+ooetfg(0) =0.
x—0" x—0

X
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80. Discontinuité
1. On a la courbe suivante sur [-1; 1].

La fonction f semble non continue en 0, la courbe
oscillant de plus en plus vite entre -1 et 1 plusx se
rapproche de 0.

2.0n pose X = ! donc six — 0* alors X — +».
X

Lidée est de s'approcher vers linfini de deux
fagons avec les suites (u ) et (v ).

limsinu, =0 et limsinv, =1

Ce qui prouve que f n'a pas de limite en 0*.
La fonction f n"est pas continue en 0.

81. Valeurs intermédiaires

1. a) Initialisation : n = 0,
asksbeoa,sksb,

la proposition est initialisée.

Hérédité : soitn € N, supposons quea, <k <b,

montrons quea ,<ks<b . :

1 1"

si f(a" ;b"]zk d'aprés HR a, <k sf[a” ;b”jz

<k<b

n+1 n+1
si f(%] <k d'aprés HR f[a” ;bj <k<b,

donca ,sks<b_,

la proposition est héréditaire.

Conclusion : par initialisation et hérédité, pour
toutneN:a <su <b,

b) Pour la suite (a ) deux cas de figure :
soita ,-a =0

1

b -a

—_g ==n "=

! 2

_ a, + bn
2
la suite (a ) est croissante.

soita,, - a

n

méme chose pour la suite (b )
114

soith, - b, =20 p =% e <
2 2
soith . -b =0
la suite (b ) est décroissante.
2.u =b ,-a  deuxcasdefigure:
. a,+b, b,-a, 1
soitu,,, = -a,= =—u,
2 2 2
soitu,,, =b, _ahtb _b-a 1 i
2 2 2

vVxeN,u = %un, la suite (u ) est géométrique de

. 1 .
raison q =E et de premier terme u,=b - a.

n—+o

limun=0car—1<%<1.

3.D'aprées 1.a, < k < b, d’apres le théoreme de
gendarmes k = ¢, comme f est continue sur [a ; b],
d'aprés le théoreme du point fixe, ¢ = flc) donc
k = flc). Cela démontre le théoréme des valeurs
intermédiaires.

82. Méthode de la sécante
A. Le principe
flb) - fla)  bfla) - af(b)

1. (AB) :
4 -a b-a

a’ corresponday =0, onaalors:
, aflb) - bfla) b-a
a' = =a- fla).
f(b) - f(a) f(b) - f(a)
2. a) Par construction: Vn€N,a <b
la suite (a ) est majorée par b.

Comme f est croissante,

fla) <0 et flb) > fla) et comme b > a_
vneNa, -a,= —ﬂflan] >0
f(b) - fla,)

la suite (a ) est croissante.
b) La suite (a ) est croissante et majorée par b
d’apres le théoreme des suite monotones, la suite
(a,) est convergente vers ¢.

La fonction f étant continue, par passage a la
b-a,

-———"—fla,) on en déduit
flb) - fla,)

limite de : a
que fl€) = 0.

il = an
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B. Application

1.F(x) =3x?-8x=x(3x-8)Vxe[0;1],x=0

et 3x -8 < 0doncflx) =< 0.

La fonction f est décroissante, continue et f{0) = 1
et f[1) = -2 donc d’aprés le théoréme de la bijec-

tion, U'équation f(x) = 0 admet une unique solution o
dans [0; 1].

2.a)

from math import*
def f(x):
return x**3-4*x*x+1
def secante (a,b,p) :
while f(a) >=10%**(-p) :
a=a-(b-a)/(f(b)-f(a))*f(a)
return a

b) Avec secante(0,1,3) on trouve o = 0.537 3
10-% pres.

83. Relation fonctionnelle

Supposons qu'il existe deux réels a et b tels que
a < b et fla) = f(b).

On a alors en utilisant la relation fonctionnelle :
(b) - Pla) = 0
< [flb) - flalllflb) + fla)] = 0
comme fla) = f(b) alors flb) + fla) =0
fla) = 0 sinon on aurait f(b) = fla) = 0.

La fonction f est continue sur [a ; b], et f change
de signe sur [a ; b] donc d’aprés le théoréme des
valeurs intermédiaires, il existe ¢ € [a ; b] tel que
flc) =0. On a alors (c) = 0 contradiction.

84. Zéros d'une famille de fonctions

1. f x) =x""[ln+ 1)x - 2n]
, 2n
flx)=0=x=0 ou x=—
n+1
Six =0, flx) est du signe de (n + 1)x - 2n, donc

Si x E[O : 2_/71} f(x) < 0, f est décroissante.
n+

+n

2.5in>2<:>2n>n+2>n+1donc2—n1>1.
n+

Or f(1) = 0 comme f est décroissante sur{o; ZnJI
n+

fLZ—”]<o
n+1

3. Surl 2n1 ;2}, flx)=0etf(2)=1>0.

n+
La fonction fest continue, croissante et change de
signe, d’apres le théoreme de la bijection, l'équa-
tion flx) = 0 admet une unique solution.

85. Nombre de solutions d’une équation

1. Pour montrer graphiquement le nombre de
solutions de (E) on cherche le nombre de points
d’intersection des courbes des fonctions f et g
définies par flx) =e? et glx) =e* - 1.

INORMAL FLOTT DEC REEL RAD MP []

On observe donc une solution.
2.S5ix<0,e2>0eter-1<0donce™>e"-1.
3.a) 7 [x) = -2xve™2 —e* = —(2xe™2 + e7)

Six =0, alors 7 [x) < 0, la fonction f est décrois-
sante.

b) lim f(x) =-o0

X+

c) fl0) =1

Sur [0 : +o[, la fonction f est continue, décroissante
et change de signe donc d'aprés le théoréme de
la bijection, U'équation flx) = 0 admet une unique
solution.

Six <0, d’apres 2. flx) > 0 donc f ne s'annule pas.
L'équation (E) admet une unique solution sur R.

86. Point fixe

1. On trace la courbe de la fonction fsur [-3 ; 3] et
la droite y = x.

NORMAL FLOTT DEC REEL RAD MP []

—

/|
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On peut conjecture que flx) =x admet une solution.
2.a)0na:

lim g(x) =+ et lim glx])=-oo.

ex _e—x
b) g'lx)= —— -1

[ex +e—x]2
Six=0,et-e*=0ete*+e*=1donc

R 1 e —e
€ "€ et < 1donc <1

=

Y e

e +e* e +e*

donc ¢’lx) < 0.

Six < 0Oalors —— _ <0donc g'x)<0
er +e7* 2

la fonction g est décroissante sur R.
c) g(0) = 1 et lim glx) = —o».

Sur R, la fonction g est continue, décroissante et
change de signe, d’aprés le théoreme de la bijec-
tion, l'équation glx) = 0 donc flx) = x admet une
unique solution.

3. La fonction f est continue sur R, donc la suite
(u) d'apres le théoreme du point fixe converge
vers L solution de flx) =x < glx) = 0.

g(0) =1etg(1)=-0,35donc € €[0; 1].

def f(x):
return 2/ (exp(x)+exp(-x))-x
def dicho (a,b):
n=0
while b-a>=10**(-3):
c=(at+b)/2
if f(a)*f(c)<0:b=c
else:a=c
n+=1
return a,b,n

Travaux pratiques p. 134

TP 1. Algorithme de dichotomie

e Durée estimée : 30 min

e Objectif : Utilisation d'un algorithme permet-
tant de donner une approximation d'une solution
de l'équation flx) = 0.

1. Pourtoutx €R, flx) =3x2+1>0

La fonction f est croissante sur R.

lim flx)= - et lim f(x)=+o.

Sur R, la fonction f est continue, strictement crois-
sante et change de signe donc d’aprés le théoréeme

116

de la bijection, U'équation f(x) = 0 admet une unique
solution o

fl0)=-1etf(1)=1donca e [0; 1].

2.a) f[%] = —g. La fonction f change donc de signe
1 1
entre —et 1donca€|=;1|=1,
2 2
3] 11 . . 1
b) f| = |=— La fonction f change de signe entre —
4] b4 2

etgdoncoce 13 =1,
4 2 4

3. a) fdoit changer de signe entre a et b.

b) La variable n représente le nombre d'itérations
nécessaires pour obtenir une largeur d’intervalle
b-a< 1073

c) Ligne 7 : on teste si la fonction change de signe
entreaetb;

ligne 8 : sivrai on remplace b parc;

ligne 9 : et 10 si faux on remplace a par c.

d) On trouve 0,681 < o < 0,682 obtenu apres 10
itérations.

e) On modifie la ligne 5 par :
while b—a>=10%%*(-6):

On trouve 0,682 327 < o < 0,682 328 obtenu apres
20 itérations.

TP 2. La méthode Newton Raphson

e Durée estimée : 30 min

o Objectif : Etude d'un algorithme trés perfor-
mant donnant une valeur approchée d'une solu-
tion de l'équation flx]) = 0.

A. Principe
1. Léquation de la tangente a ¢, en x_ vaut :
y="Flx)lx-x)+flx)

cette tangente coupe 'axe des abscisses enx_,.

Onaalors:  Flx)lx , -x)=-flx)
flx,)
S X T X, ~ .
f'lx,)

2. La fonction ¥ ne doit pas s'annuler en x .
B. Application

1. f[x) = 3x? - 8x = x(3x - 8)
Sixe[0;1],3x-8 < 0donc flx <0.
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La fonction f est décroissante sur [0 ; 1].
fl0)=1etfl1)=-2

Sur [0 ; 1], la fonction f est continue, strictement
décroissante et change de signe, d'aprés le théo-
reme de la bijection, 'équation flx] = 0 admet une
unique solution a.

2. a) On ne peut prendre x, = 0 car la dérivée '
s’annule en 0.

® i)
Xn
n xn f[xn] f/[xn] f/[xn] xn +1
0 1 -2 -5 0,4 0,6
1 0,6 |-0,224| -3,72 | 0,060 | 0,540
2 | 0,540 |-0,009|0,3445| 0,0026 | 0,537
flx,)

La correction entre deux termes est

Flx,)
c) Aprés deux étapes, elle est de 0,0026 soit
= 2,6 x1073.

3.a)

from math import*
def f(x):return x**3-4*x*x+l
def fprime(x):return 3*x*x-8*x
def newton(a,p):
Xx=a
n=0
while abs(f(x)) >=10**(-p):
x=x-f(x)/£fprime(x)
n=n+1
return x,n

b) ligne 9 : tant que la distance de flx] a 0 est plus
grande que 10", on boucle. Lorsque cette condi-
tion n'est plus respectée, la valeur de f(x) se trouve
a moins de 10 de 0.

c) Ily a 3 itérations pour p = 3.

Ily a 4 itérations pour p = 6.

Ly a 5 itérations pour p = 12.

d) Cet algorithme est trés efficace car il nécessite

une itération supplémentaire pour passer a une
précision au carré.
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