Terminale - Spé Math Interrogation A

NOM & Prénom © ..
Total Ex 1 Ex2
/10 /5 /5
Exercice 1.
1. Déterminer lim 4x°-2x*+4x-1
X——00
_— o 3xP-x+V2 , . .
2. Déterminer lim —————— puis interpréter graphiquement le resultat de la limite.
X—+00 8y + 5 x+7
, . . =2
3. Déterminer lim ——
x—5 X —
x>5
, . . x+4 , . -
4. Déterminer lim —— puis interpréter graphiquement le resultat de la limite.
x—(-2)" x+2
Correction :

1. Déterminer lim 4x®-2x*+4x-1

X——00
La limite en —oo d'une fonction polynomiale est la limite en —oco de son monéme de plus haut
degré

dol lim 4x®-2x*>+4x-1= lim 4x®= -0
X——00 X——00

Donc| lim 4x®-2x*+4x-1=—-00
X——00

. o 3xP-x+V2 ; . .
2. Déterminer lim —————— puis interpréter graphiquement le resultat de la limite.
X400 —8x2 + 3x+7

La limite en +oco d'un quotient de fonctions polynomiales est la limite en +oo du quotient des

monomes de plus haut degré
3x2—x+V2 . 3x2
——— = lim im
X—+00 _8x2+%x+7 X—+oo —8x2 x—+00

3 3
-8 8

On en déduit que |la courbe de la fonction admet une asymptote horizontale d'équation y = ary

3. Déterminer lim ——

=5 X —5
x>5
. . + ' s . 1
On sait que limx—-5=0" car x>5 < x-5>0 d'ou hm—5 =400
—5 —5 —
x5 x5 %
) -2
donc |[lim——=-00
-5 X—5
x>5

. . R . . . I
4. Déterminer h(n;) P puis interpréter graphiquement le resultat de la limite.
x—(=2" X

On sait que
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= lim x+4=2
x—(=2)"

x—(=2)~

Donc, par quotient,

. x+4
lim ——=
x—(-2)"x+2

= Jim x+2=0 carx<-2 <= x+2<0

Alors ’ la courbe représentative de la fonction admet une asymptote verticale d'équation x=-2|.

Exercice 2.

On considere la fonction f définie par f(x) =2x> —9x% — 24x + 70 sur l'intervalle [—4;10].

1. Justifier que les variations de f sont les suivantes :

6 points

X

-2

-1

4

10

variations

de f

2. Compléter le tableau de variations de la question 1. (On fera les calculs a la calculatrice).

3. Justifier que f(x) =800 n'admet pas de solution sur I'intervalle [-2;4].

4. Démontrer que I'équation f(x) =800 admet exactement une solution sur [4;10].

5. On notera a la solution de I'équation f(x) =800. Donner un encadrement de o a 107> prés.

Correction :

1. Justifier que les va

riations de f

On a donc f'(x) =6(x+1)(x—4).

On considere la fonction f définie par f(x) =2x> —9x* —24x+ 70 sur I'intervalle [-4;10].

f est une fonction polynomiale, elle est donc dérivable sur [-2;10], et f'(x) = 6x°—18x—24

C'est un polyndme de degré 2 de discriminant A =100. Les deux racines sont x; = —1 et x, =4.

X -2 -1 4 10
6 + +
x+1 - 0 +
x—4 - 0 +
fl(x) =6(x+1)(x—4) + 0 0 +

On en déduit le signe de f’(x) en fonction de x et les variations de f.

x —2 -1 4 10
f(x) + 0 - 0 +

variations / 83 \ / 930
de f 66 42
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2. Compléter le tableau de variations de la question 1. (On fera les calculs a la calculatrice).
On a f(-2)=66, f(—1) =83, f(4) =-42 et f(10) =930.
3. Justifier que f(x) =800 n’admet pas de solution sur I'intervalle [-2;4].

D’apreés le tableau de variations, pour tout x € [-2;4], f(x) <83 < 800.

Ainsi on en déduit que ’ I'équation f(x) =800 n'a pas de solution sur [—2;4].

4. Démontrer que I'équation f(x) =800 admet exactement une solution sur [4;10].

On sait que
= f est une fonction continue sur [4;10] car elle est polynomiale.
» f est strictement décroissante sur [4;10] a valeurs dans [—42;930].
= Comme —42 <800 <930

Donc d’aprées le théoreme des valeurs intermédiaires,

il existe un unique o € [4;10] tel que f(a) :800.‘

5. On notera «a la solution de I’équation f(x) = 800. Donner un encadrement de o a 107>
pres.
D’apres la calculatrice, on obtient successivement
« f(9)=583 et f(10) =930. Donc a€]9;10[.
e f(9,6) =780 et f(9,7) =816. Donc a€]9,9;10][.
e f(9,65) =798 et f(9,66) =801. Donc a€]9,65;9,66].

e f(9,656) = 799,9 et f(9,957) = 800,1. .

Donc | a €]9,656;9,657] |
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Exercice 3. 4 points
. ug = 1
Soit (uy) la suite définie par 1 , 1
Upy1 = —@x+D°—- (neN)
4 4
1. Montrer que pour tout n€N, 0< u,4 <u, <1.
2. En déduire que (uy) converge et déterminer sa limite.
Correction :
) Ug = 1
Soit (uy) la suite définie par 1 , 1
Up+1 = —x+1)°—= (neN)
4 4
1. Montrer que pour tout neN, 0<u,1 <u,<1.
Pour tout neN, notons (£,) : 0<upy1<u,=<1
e 3
a. Initialisation. On a uy=1 et u; = n =0,75.
DoncO=su;supy=<l1 d'ol (%) est vraie
b. Hérédité. Supposons que pour un certain k€N : (%) O<ups1<ur<l
Ainsi, en ajoutant 1, on a l<up+1<sup+1<2
La fonction x — x? étant croissante sur [0; +o0l,
on en déduit que ls(uk+1+1)zs(uk+l)zs4
. 1 1 1 , 1 )
Comme on multiplie par 1 >0, on a 1 < 1 (Upp1+ 1) < 1 (up+1)-<1
1 11 1 , 1 1 , 1 1
Donc, en retranchant —, on a ———<—(Upp+ D) "—=<—-(Uup+1)*—-<1--<1
4 4 4 4 4 4 4 4
On obtient finalement (1) : 0=<uUgy2 S Ugy1 <1 d'oll (Pi41) est vraie.

c. Conclusion. La propriété est vraie pour n =0 et héréditaire a partir de ce rang, d'apres le

principe de récurrence, elle est vraie pour tout entier naturel n

Donc |pour tout neN, ona 0<uu 1 <u,<1

2. En déduire que (u,) converge et déterminer sa limite.

D’apres la question 1, pour tout n€N, on a 0<uy1<u,<1

On peut en déduire que la suite (u,) est décroissante et minorée par 0

D’apres le théoréme de convergence, la suite (u,) posséde donc une limite £.

) e . 1 , 1 . ) ..
Notons g la fonction définie sur R par g(x) = 1 (x+1)° - 1 est continue car polynomiale (on a ici

la forme canonique d'un polynome de degré 2).

D’apres le théoréme du point fixe, puisque pour tout n €N, u,.; = g(uy,), on en déduit que £

est solution de I'équation g(x) = x et que par ailleurs 0 < ¢ < .

Résolvons cette équation :
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1 , 1 1, 1 1 (1
g =x=-(x+1) ' —-=x=-x"+-x=x=-x|-x-1|=0
4 4 2 2 \2

4
Cette équation a deux solutions : 0 et 2.

Comme £ < ug<1, on en déduit que £ =0, c'est-a-dire

Iim u,=0|
n—+oo
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