Chapitre 7: Primitives et équations différentielles

(o VNN WA Primitives et équations

différentielles Manuel p. 202-237
l. Introduction

Commentaires pédagogiques

Dans ce chapitre est introduite la notion d'équation différentielle et les éléves y découvrent le concept
d’équation ou l'inconnue est une fonction.

L'équation y” = fintroduit la notion de primitive dont la pratique sera travaillée, a la fois sur les fonctions
usuelles mais aussi sur les fonctions composées de la forme (v'oV/) x V. Cette pratique doit permettre
aux éleves d’installer des automatismes dans la recherche de primitives.

L'étude de l'équation y” = ay + b est U'occasion de réinvestir les propriétés de la fonction exponentielle et
les propriétés algébriques de la fonction logarithme népérien utiles dans la résolution d’équations et
d’inéquations.

Ce chapitre sollicite les connaissances sur la continuité, la dérivabilité, les limites de fonctions, la réso-
lution d'équations et d’inéquations. L'étude des équations différentielles développe les compétences
pour prendre des initiatives et occupe une place centrale comme outil de modélisation.

L'algorithmique y occupe une part non négligeable notamment pour proposer une résolution approchée
d'une équation y” = ay + b par la méthode d'Euler.

Objectifs

= Montrer qu'une fonction y est solution d'une équation différentielle.
- Déterminer une primitive.

- Résoudre l'équationy’ =ayouy =ay + b.

= Etudier une fonction solution d’une équation y’ = ay + b.

- Modéliser des phénomeénes.

- Résoudre une équation )y’ = ay + ¢ (a réel non nul, ¢ fonction).

Il. Corrigés

Pour prendre un bon départ o 2is) 2. Calculer des dérivées de fonctions

1
1. Calculer des dérivées de la forme ux v, % ou -
de fonctions usuelles B - e
, _ X =
a) 10 s, ) = 1 a) 10 ; +o[U]-o; O, f'lx) = —
x1 b) R, f/(x) = x + 2)e*
W05l =T 112 4], Flx) = )[C[x +21i]
; X+
¢ R, Flx) = -sinlx ; 4110 4oL, F/1e) = e + 1
A0 vVl 0L Pl = 25 &)l ; ~51U1-5 ; +oel, Flx) = —
) (x +5P
e) 10 ; +oo[U]-0 ; O, f'(x) = —
% £)10 ; +ool, ) = Vx +
AR, ) = 4 2x
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3. Calculer des dérivées
de fonctions composées
2x

x2+3

al R, f’[x) = —e>! b) R, f(x) =

¢ R, f'[x) = 3cos(3x + 1)

X

d) R, 7(x) = 20(x + 1)4

elR, f'lx) = f) R, F(x] = 6xe-*

x2+ 4

4. Identifier si deux fonctions
ont la méme dérivée

a) Les fonctions sont égales a la constante n2
prés sur . Leur dérivée est f(x) = ﬂ
(x +N(x+5)
b) f’(x) = -2sin(2x) - 2cos(2x]et

g’(x) = 2cos(2x) - 2sin(2x].

Elles ne sont pas égales sur |.

5. Résoudre des équations

ln[lj
alt -2

C]x=ln@
7

b) Impossible.

d) t =-2ln5

Activités p. 204-205

1 Découvrir la notion d’équation
différentielle
e Durée estimée : 10 min

¢ Objectif : Introduire dans un contexte la notion
d’équation différentielle et de fonction solution.

Les fonctions f : t — Acos(wt) + Bsin(wt) sont deux
fois dérivables et

(t) = ~Awsin(ot) + Bocos(mt)

Et 7(t) = ~Aw*cos(mt) - Bw?sin(wt).

On vérifie que :

mf”(t) + kf(t)

=m(-Aw’cos(wt) - Bw? sin(wt)) + k(Acos(wt)+Bsin(wt])

= m(—Aﬁcos[mt] - Bﬁsin[wtl) + kAcos(mt)
m m

+ kBsin(wt) = 0.
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2 Découvrir la notion de primitive

e Durée estimée : 30 min

¢ Objectif : Déterminer une fonction primitive ou
vérifier qu'une fonction est primitive d'une fonc-
tion donnée, en appliquant les régles de dérivation
sur des exemples d'équations différentielles y" = f.

1. a) ylx) = e* + 3x convient.

b) F(x) = 4v/x - x convient.

2. a) Ici on ne reconnait pas directement des fonc-
tions usuelles ou des formules de dérivation obte-
nues par opération sur des fonctions usuelles.

b) Glx) = (ax + b)e* alors G est dérivable et

G'lx) = (a + ax + ble* = ax + a + be.

Par identification avec glx) = [x + 2)e*, on arrive a
a=Tletb=1.

Ainsi Glx) = [x + 1)e*.

3. Hlx) = xlnx — x est dérivable sur 10 ; +oo[ et

H’[x]=lnx+x><1—1=lnx.
X

4. Sifetgontlaméme dérivée sur | alors

f’- g’ =0surlcest-a-dire [f- g)’ =0, ainsi la fonc-
tion f - g est constante sur |. Réciproquement s'il
existe un réel k tel que f- g = k alors (f- g}’ = 0 soit
f" - g’ =0 c’'est-a-dire f et g ont la méme dérivée
sur .

3 Introduire U'étude
des équationsy’=ayety =ay+b
e Durée estimée : 30 min

o Objectif : A partir d'une fonction solution, décou-
vrir un ensemble de fonctions solutions.

A. Léquationy’ =y
1. La fonction x — e*.

2.Sionaf’=falors (Kf)" = Kf’ = Kf donc la fonction
Kf est aussi solution de l'équation y” = y.

3. Les fonctions x — Ke*, K réel.

B. Léquation )’ = ay et les fonctions
de la forme x — Ke®* avec K et a réels

1. 0n dérive f: x — e% et on obtient f’(x] = 3e%* donc
f = 3f.

2. Sur le modeéle du 1. B et en appliquant le bilan
du A on fournit :

x — Ke*™ K réel pour solutions de y” = 5y.

x+— Ke™, Kréel pour solutions de y" = —y.
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3. a positif et K positif puis négatif :

g /K=-1,1
a =.2,6
. X
8 10
a négatif et K positif puis négatif :
N K =24
a =.—2,4
) X
-2 2 4 6 8 10
4.a) Courbe 1 b) Courbe 5
c) Courbe 4 d) Courbe 3
e) Courbe 2

C.Léquationy’ =ay+h
5
1. En effet y + 3 et y ont la méme dérivée.

On a: fsolution de (E) si et seulement si

’

Fr=3f+5eo|re2| oafs
3 3

of +§ solution de y”" = 3y.

D’aprés la partie B, les fonctions x — Ke®, K réel,
sont des solutions de y" = 3y.

. 5 ,
Donc les fonctions x'—>—§+ Ke®, K réel, sont des

solutions de (E).
2. fsolutiondey =ay+b

’

@[hgj [fb]

b :
< f+—solution dey” = ay.
a

D’aprés la partie B, les fonctions x — Ke®, K réel,
sont des solutions de )’ = ay.

) b ,
Donc les fonctions x— —— + Ke®, K réel, sont des
a
solutions de y" = ay + b.

Exercices a vous de jouer p. 207

1.a))’(x) = 5x2 + 3x = flx]
b) y/(x) = -3—34 L

X x4

2. a) ylx) = e* donc y'(x) = 2e* et on vérifie que
V=2
b) y(x) = cosx sinx donc :
¥’[x) = —sin% + cos?x ainsi y”(x)
= -2cosx sinx — 2sinx cosx

= -4cosx sinx
doncy” = -4y.
3.a) /) = e xx-e x1_ ex(xz— 1 _ ).
X X
, 1 1
b) y'(x) = +— = flx]
2x X

) y'lx) = —cos(x) = flx)

4.a) Flx) = 2yt
12

b} Fl) =

X

5.a) Flx) = 2\/; pour | =10 ; +o°[.
b) Flx) = -cos(x) pour | = R.

6.1. F/ld = 1x Inlx) + x X - — 1= Ina).
X

2.l’ensemble des primitives sont les fonctions
x—xlnlx) - x + K, avec K réel.
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3.La primitive F qui s’annule en 1 est telle que
Fl1)=0so0it Txln(1)-1+K=0K=1.
Flx) = xtnlx) = x + 1

7.1.Fx) =2 x (—sin(Zx - gj} - —25in[2x - g] = flx)

2. Hlx) = 2cos(2x - Ej +ketHl X
2 4

=2(cos[2x%—§j+k=2

& 2cos(0) + k=2ck=0

8.a) Flxl=e bl Flx) = e
c) F[x]:-M dl F[x]:M
9.1 Al = 3T gy

x -1
c)Flx) = \/m d) Flx) = -cos(2x)

10. 1.Lensemble des solutions sont les fonctions
g x> Ke® ou K est un réel.

2. Si K est positif, la courbe est au-dessus de l'axe
des abscisses, si K est négatif la courbe est en
dessous de cet axe.

1 1
11.1.a)y'+-y=0 )y =-—
y 3y y 3y

Lensemble des solutions sont les fonctions
1
y, x> Ke 3, avec K réel.
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5
bl4y +5y=0& )y =-—y
L'ensemble des solutions sont les fonctions

5
=X Ay ’
v :x+—>HKe 4, ou Kestun réel.
5

5
2.Ke ¢ =2 < K =2et

5 6§

X
Donc y:x+>2ete 4,

12. a) Une solution particuliére est la fonction

1
constante ——.
2
L'ensemble des solutions sont les fonctions
1 ,
YV :x'—>—5 + Ke?, avec K réel.
b) Une solution particuliére est la fonction
2
constante g

L'ensemble des solutions sont les fonctions
2 ,
Vi i X »—>g+ Ke™S*, avec K réel.
c)ly' +y=3) =-y+3
Une solution particuliére est la fonction constante 3.
L'ensemble des solutions sont les fonctions
vy 1 x—=> 3+ Ke™, avec K réel.

1 5
dl4y’ +y-5=0 )y =-—y+—
y+y y 4J’ 4

Une solution particuliére est la fonction constante 5.

Lensemble des solutions sont les fonctions

1
. ]
v x—=>5+Ke 4, avec K réel.

13. Une solution particuliere est la fonction
constante -20.

Lensemble des solutions sont les fonctions

V1 x> -20+ Ke® avec K réel.
7, [4) =30 & -20+ Ked5% = 30 & K = -10e-2
y:x+—>-20-10e"%e5

14. 1. Une primitive est xH%sinzlx].

2. Une primitive est x — e**2,

b L€ _[a+b+c]x2+[b—c]x—a

15.1.2+

x x-1 x+1 xlx -1 +1)
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Par identification,a=-1,b = % etc= %

2. Une primitive est

G:xrs—lnbd + %ln[x 1+ %ln[x 1.

16. h(x) = e* + xe*

Une primitive est H : x — xe*.

17. thx) = Mnlx)

X

2
Une primitive estT : x — [ln[2x]] .

18.1.3y’+2y=0<:>y'=—§y

2
Les solutions sont y, : x+— Ke ', K réel.

2
2.y 0=eKe3 e K=e.
2 2

1-—x

—-—X
Doncf:x+—exe3d =e 3.

2
3.f(x)= —ze1_5x < 0 pour tout réel x.
Donc f est strictement décroissante sur R.
4. lim f(x) = +o et lim f(x) = 0.

) X—+% i
5.1lx)=5 s e 5 =5 e 5 - 323006
19.1.)'-5y=3 y'=5y+3.

Une solution est la fonction constante —E.
5
Donc les solutions sont y, :xﬁ—g + Ke¥, Kréel.
2.y [0]=—é4:>—§+Ke5X° S bok-3
k 5 5 5 5

Doncf: xH—g - §e5x.

3.f(x) = -3e% < 0 pour tout réel x. Donc fest stric-
tement décroissante sur R.
n 47
3

5.f[x]=—10(:>—g—ge5x=—10(:>x=—
5 5 5

4. lim flx) = —% et lim f(x) = —co.

X—>=® X—+%0

497
ln| —
5

6.f[x]<—100<:>—%—%e5x<—100<:>x>

x<0
Tant que _—53 (1+e°*)=2-10000

Xe—x+1
Fin du tant que

20. 1.L'équation différentielle est f’= af, ol o est
une constante réelle. Les solutions sont de la
forme x — f(t) = Ke*, avec f(0) = 25 on obtient
f(t) = 25e™,

2. Avec la condition f[10) = 15, soit 25e*'% = 15, on
arrive a :

ln[g]
—x
f:x—2be 10
tn3 2n 3

5

5
ERCINYA
3.fl4) =250 =25¢ 5 =204
Il reste environ 20,4 kg de sel.
n2

5
4. =05 & 250 10 =05 e x = 10000
5

Il ne reste plus que 0,5 kg de sel au bout d’environ
76,6 heures.

=76,6

21.1. Les solutions sont y, — Ke 0%, ol K réel.
2.y,00) =7 < K=17donc glx] = 7e-00%,

3. 9[1 00) = 7e-0035x100 — 7035

=0,211TmW > 0,08 mW donc le son est détectable.

1 1
22.1.¢/lx) - 3gla) = e™ - 3| e | = 2™
g’lx) - 3glx 2e [ze J e

Donc g est bien solution de (E).

2.f'[x)-3flx)=2e"™ & f -3f=g"-3g
s(f-gV-3f-g)=0

3.y -3y=0s)"=3y

Les solutions de (E’) sont de la forme Ke3, K réel.

Donc les solutions de (E) sont les fonctions

. :xﬁ—%eH + Ke3*, K réel.
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23.1. g’(x) + 2g(x) = 9% + 2(-3e~%*) = 3~
Donc g est bien solution de (E).
2.f(x)+2f[x)=3e < +2f =g +2g

3.V +2y=05 )" = <2fleg)selifiong <8 (E’) sont
de la forme Ke™, K réel.

Donc les solutions de (E) sont les fonctions

fe 1 x—=>-3e73 + Ke >, K réel.

24.1.Soith:x—ax + b (a et b réels).
Hix)=hlx)+x = a=(a+lx+b
Paridentificationa=-1etb=-1donch: x—-x-1.
2.f(x)=flx)+x & Fx) - flx) = x

s -f=h"-h

s(f-h'=f-h
3. Les solutions de (E’) sont de la forme Ke*, K réel.
Donc les solutions de (E) sont les fonctions

fe 1 x—>-x-1+Ke*, K réel.

25.1.t(x) = 1sinx + 1cosx

tlx) + cosx = —Ec05x + Esinx +COSX

= 1sinx + 1cosx =t'[x)
2 2

Donc t est bien solution de (E).
2. f'[x) = flx) +cosx < f - f =cosx
sSf-f=t'-t
o (f-ty=f-t
3. Les solutions de (E’) sont de la forme Ke*, K réel.
Donc les solutions de (E) sont les fonctions

f :x'—>—%cosx+%sinx+Kex, K réel.

26. 1. Solutions de (E) : ylx) = Ke* - 1.
2. f’(x) = g’lx)sinx + glx]cosx
f est solution de (E] si et seulement si

0osx

g’[x)sinx + glx]cosx - [1 + C_ ] glx)sinx =sinx

sinx
& (g'lx) - glx)sinx = sinx

& (g'lx) - glx)) = 1 car sinx= 0 c’est-a-direg’ - g =1.
3. flx) = (Ke* - 1)sinx

avec f| & |=| Ket -1 x£=0
4 2
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douK=es.

27.1.Si Pestde degré nalors P est de degré n - 1
donc P’ - P est de degré n ; ainsi pour P solution
de P'(x] = Plx) - x?, P’ - P est de degré 2 donc n est
égala 2.

2. 0On pose Plx] = ax? + bx + c alors P'(x) = 2ax + b.
P solution si et seulement si pour tout

X :ax?+ bx +c-x?=2ax+b.

Par indentification des coefficients, on arrive a
a=1b=c=2doncPlx) =x%+ 2x + 2.

3. fsolution de y" =y - x2 si et seulement si
ff-f=P-P

si et seulement si (f- P =f- P

si et seulement si f- P solutiondey =y

ainsi f - P :x+— Ke~.

Donc flx) = x2+ 2x + 2 + Ke~.

Exercices

apprendre a démontrer p. 216

Pour s’entrainer

Considérons une fonction ylx] = Ke™~.
Sa dérivée est y'(x) = -Kae™, ainsi
-aylx) = —alKe) = -Kae > = y(x).

Réciproquement nous devons montrer que toute
fonction solution est de la forme Ke™.

Considérons g une solution de l'équation )’ = -ay.
Alors, pour tout x de R, ¢’lx) = -aglx).
Définissons une fonction ¢t par :
tlx) = glx) x e*.
t est dérivable sur R et pour toutxde Ron a:
t'(x) = g’'(x) x e> + aglx)e>
=e>(g’(x) + aglx)) = 0.
La fonction t est donc une fonction constante.
ILexiste un réel K tel que t(x) = K et ainsi glx] = Ke™.

Exercices

calculs et automatismes p. 217

28. Existence de primitives
a) Vrai car continue sur .
b) Vrai car continue sur |.
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29. Primitivesdex", n€ Z,n # -1

2
al™ b) Inx) o) L
2 8
d) A e) il f) il
X 2x? 4Lxt
30. Logique

a) Si F est une primitive d'une fonction fsurl, alors
toute fonction de la forme F + k (k réel) est aussi
primitive de fsur I.

b) Si deux fonctions f et g continues sur | sont
égales, alors leurs primitives sont égales a une
constante réelle prés.

c) Considérant deux fonctions F et G dérivables
surl,ona:(F-GY =0 F =G +k, k réel.

d) Pouru et v fonctions dérivables, la fonction
u’ X [v’ou) admet une primitive de la forme vou.

31. Primitives de fonctions usuelles

1.b) 2.d) 3.b) 4. c)
32. Equations différentielles
a) Vrai b) Faux c) Faux d) Vrai
33. Primitives et opérations
Forme ..
) Primitive
(u fonction flx) Flx)
dérivable) &
uun,
"€l el exes) %[[x2+x+3]3
etnz-1
u’ 2x +1 -1
U—2 (x2 +x +5) x2+x+5H
’ 2x +1
u
2u 2x?+x+5 RERE
’ 2x +1
LS 2x75 In(x2+x + 5)
u X“+Xx+
u’eu [2x+’|]ex2+x+5 ex2+x+5
v x (W - v) | [(2x+ 1)coslx? + x +5) |sinlx? + x + 5)

34. Equations différentielles )’ = ay
1.d) 2.b)

35. Equations différentielles y’ =ay + b
1.a) 2.d) 3.d)

36. Equations différentielles
C’est la courbe €,.

Exercices d'application p. 218-221

Montrer qu’une fonction est solution de y’ = f
37.1.a) F’(x)=3x + 1=f[x]
b) F'(x) = -x2 + e* = f(x)

) F'lx)=x*+x% + x =flx)

2.a)Flx)=-2x+1-

=flx)surl=14; +oo[.
Y

b) F'lx) = s +1=flx) surl=10;+oc[.

Jx

38.1.a) F'lx)=e* + xe* =[x + Te* = flx)
(x2 + 12

_ e*(x2 - 2x + e~ _ )
(x? + 12

b) F(x) =

2.a) F'lx)= Lex + \/;ex
2x

1+ 2x
= e* = f(x)
(2&] '

x+1

b) F'(x) = n(x) +
X

_In()+ 14+ = Flx]
X
39.a)Flx)=(x+1?=flx)sur | = R.

b) Flx) = 2x +1

(axal surl=R.
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4(2x +3)(x2 + 3x + 1)

c) Fllx) =
(2(x? + 3x + 12)2
_ 2x+3 - )
(x2+3x+1°
surl= ;+00| .
2
2x
d) F'lx) = = =flx)surl=R.

24x% +1 \/x2+1

40.a) F'(x) = 2cos(2x + 3) = flx) sur | = R.

b) F'lx) = cos(x)cos(x) + sin(x)sin(x)

cos?(x)
) cos?(x) . sin?(x)

cos?(x) cos?(x]
=1+tan?(x] = flx)

T T
surl= |-—;—|.

1><lnx—x><1

X = f(x) sur]1 ; +oof.
(Lnx)?

[1—1]x—x—2+lnx
x
2.F'(x)= -

X

41.1.F'[x) =

=f(x)sur 10 ; +oo[.

3. F’[x) = 2xlnx + x2 x l
X

= 2xlnx + x = flx) sur ]0 ; +oo[.

4. F’[_x] =2 l X lnx = f[x] sur ]0 : +OO[_
X

Primitive d’une fonction usuelle

42.a3)Flx)=e b) Flx) = 2vx
¢) Flx) = nlx) d) Flx) =1
X
5 1
43. a) Flx) = —x* b) Flx)=—x3
12 2
o) Flx) = —— d) Fle) = -
3 2
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Ensemble des primitives d’une fonction usuelle,

primitive avec conditions initiales
44. a)Sur | =R, Flx)=e* +k, k réel.
b) Surl=10;+o[, Flx) = 2vVx +k, k réel.
c) Surl=10;+o[, Flx) = In(x) + k, k réel.

d) Surl =R, Flx) = %xa +k, k réel.

45.a)Flx)=e* -1-¢ b]F[x]=2\/;—4
c) Flx) =In(x]) -5 d]/—'[x]=1x3+z
3 3

2

46. a]F[x]=ix‘—4 b]F[x]=1x3+—
4 6 3

OFl="1+3 d)Fl) =+
X 2x% 2

47. On cherche une fonction f telle que f'[x]=£2

et f(-1)=-2.

L'équation de la courbe est donc y = 2. 4.
X

Déterminer une primitive

48. a) F(x) = x* + x® +%x2 +x
1 1

b) Flx) = —x® + —x% + 5x
5 3

cFlx)=er+ lx[‘
A
d) Flx) = 2e* + x® + 5x

e) Flu) = —te2x 4 12 4 5y
2 2

49. a) Flx) = n(x) + %x3 +k, k réel.

b) Flx) = 24/ x +%x2 +2x + k, k réel.
5 ,

c) F[x]=3ln[x]+5x2 +k, k réel.

d) Flx) = —%x/; +Inlx) + x + k, k réel.
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50.a) Flx) = ——e‘z* b) Flx) = e~

) Flx) = ¥+ + 4y d) Flx) =

(P +x+1P

51.a) Fix)=In(x?+x+1 b)Flx)=x2+x+1

1 1

c) Flx)=- dFlx)=-————
Lx2+ x + 1)

x2+x+

52.a) Flx)=In(x2 + 4x + N surl= }—2+\/§;+00[ )

b]F[x]=\/x2+4x+1surl=}—2+\/§;+oo[.

c]F[x]=—;surl=}—2+\/§;+00[.
x2+bx + 1
d]F[x]=—;surl=[R§.
Llx? + bx + )
53.a]F[x]=%[x+1]85url=R.
b) Flx) = - surl=14;+ol.
2x + 4)
c)Flx) = —x —Ex 241ln(x -2 surl=12; +o.
3 2
d]F[x]=—isurI=]1;+OO[.
¥ -
54.a) Flx) = 55|n[3x+1]surl—[l%
b) Flx) =

—Zc053[2x +Tsurl=R.

T

c) Flx) = -In(coslx)) surl = }_E : _|:_
2 2

d) Flx) = surl=10;xnl.

sin(x
Déterminer une primitive avec conditions
initiales

55.a) Flx) =

—[x+1]6 1
6

b) Flx) = ——e‘7)‘ + 1x2

€) Flx) = Lot 4 1= L genis
2 2

d) Fx)

=1[)cz+x—1]3—Z
3

56.a) Flx)=nBx2+x+1+2

b) Flx) = /3x2 + 4x +1+1

c) Flx) = ;sm[?x] +2

d) Flx)=- +3

x+4

X

57. 1. x—erlnlx) + — est dérivable, donc conti-
X

nue, sur J0; +o[. Elle admet donc des primitives
sur]0; +oof.

2. La primitive est F : x — e~ In(x].

Equation différentielle )’ = ay
58.1. 0] 2.d) 3.a)

59. a) Les solutions sont yy : x — Ke%*, K réel.
3

b) Les solutions sont y :xﬁKeEX, K réel.
)y +2y=0 )y =-2y

Les solutions sont y, : x +— Ke=2*, K réel.

1
dl3y’-y=0@y’=§y
1

Les solutions sont yy :xHKegx, K réel.

60.1. ) -10y=0< " =10y

Les solutions sont yy : x — Ke'%, K réel.

2
1. yk@ =01 Ke' e =-0,1

2
S K=-0% e

—EH O0x

Donc la solution est y : x+—>-0,1e ¢

61.1.3]2y'+5y=0<:>y’=_gy

5
-=x
Les solutions sont yk : x> Ke 2, K réel.
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5
b) y,(2) =1 Ke 2° =16 K = 2¢°.

5
Donc la solution est y: X2 7

2. a) Les fonctions ont la méme expression
algébrique, ce sont donc les mémes.

5 3 +5 ,
b) f'(x) = e 2" < 0 pour tout réel x.
Donc f est strictement décroissante sur R.

c) lim flx) = +oc et lim flx) = 0.

x—=%° X+

62. 1. Proposition 1 : Faux.
2.Proposition 2 : Faux.

3. Proposition 3 : Vrai.
Proposition 4 : Faux.

63. 1. Pest de la forme Ke??!| K réel.

2. P(0)=0,07 < Ke®™® =0,07 < K =0,07

Donc P(x) = 0,07e%2'™,

P(30) = 0,07%%™% = 0,07e%? =~ 38,1

La plante pése environ 38,1 g au bout d’'un mois.

64. 1.Les solutions sont les fonctions x — Kez?,

-xg

seule la fonction avec K = y, x e 2 passe par M,.
2. Le point d'ordonnée 2 de ces courbes est aussi

- o,
associé au nombre dérivé y’ = > x2=1.

Donc parallele a la droite y = x.

65.1.a=08eth=

ln[2.17125] ~0,100

2.y =by

3. f(23) = 0,8e0100x23 ~ 7 98

En 2023, le montant des ventes sera d’environ
7,98 milliers d’euros.

Equation différentielle y’ =ay + b

. 1 ,
66. a) Les solutions sont y, :xH§+ Ke?x, K réel.

1
b) Les solutions sont y, : x+— 4 + Ke 4X, K réel.

3
c) Les solutions sont yx :x'ﬁg + Ke'zx, K réel.
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5
d) Les solutions sont y, :xH—% +Ke?', K réel.

67.1.a) 2.a)

68. 1. Les solutions sont y, :xH—g +Ke?, K réel.
5 5
Z.yk[0]=0(:>—E+Ke2X°=0<:>K:E.

Donc la solution est y: xH—g + geh.

69. La fonction solution est y: x+—> 3 - 2e72,

C’est la courbe €,.

1
70. 1. a) Les solutions sont y, : x> -4 + Ke5 |

K réel.

1
b) 3, (5)= -5 & b+ Kei* =5 K=
e
1 1\' lx%
Donc la solution est y : x+—>-4 - —e5 =-4-e5 .
e
2. a) Les fonctions ont la méme expression

algébrique, ce sont donc les mémes.
1
b) f'(x) = —%egm < 0 pour tout réel x.

Donc f est strictement décroissante sur R.
c) lim flx)=-4 et lim f(x) = —co.

X—-% X—>+0

71.1. a) flx) = Ce™®"> ol C est un réel quelconque.
b) flx) = 1013,25 e

2. a) Une altitude de 150 métres correspond a
0,15 kilometre donc la pression atmosphérique a
150 meétres d’altitude est f(0,15) = 995,17 hPa.

b) L'altitude correspondant a une pression atmos-
phérique de 900 hPa est la solution (en kilométre)
de l'équation

flx) =900 < 1 013,251

In 900
o -012v=1n—00 - 101325
1013,25 0,12

< x = 0,988. Laltitude correspondant a une pres-
sion atmosphérique de 900 hPa est 988 meétres.
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72. 1. Les solutions de léquation différentielle

sont de la forme % +Ce™™, Créel.

O, cewogesc=-d!
k k
Donc Qlt) = % - Ee““.

2. k > 0 donc lim Q[t]=%, cette limite dépend
donc de k.

Donc, aprés un certain temps, la quantité de péni-

cilline dans le sang sera proche de 01 mg.
k

3.Q(180) = E PEN E _ Ee—mﬂk _ E o
2k k k 2k

_ni2)
180

73.1. ult) = k-etRC

at=0:u=20,donck =20 et donc ult)= 20 erC,
2. RC = 0,1 donc u(t) = 20e1,

u(t) > 5 20e">5

(n(0,25)

& =10t > n(0,25) = t <

s t<0,14

74. 1. Les solutions de léquation différentielle
sont de la forme Ke®-3", K réel.

Kel-3"0 = N; & K = N,
Donc N(t) = N,e!#-3",

2.SiP >4, N est alors une fonction exponentielle
avec un coefficient strictement positif en expo-
sant, elle a donc le méme comportement que la
fonction exponentielle.

3.SiB <3, N est alors une fonction exponentielle
avec un coefficient strictement négatif en expo-
sant, il s'agit donc d'une décroissance exponen-
tielle.

75.1.a) f(t) = 0,025 + Ke ' K € R.

b) f(0)=0,5

¢) On a donc pour t >0,

f(t) = 0,025 + 0,475e701%,

2.a) f’[t) = -0,057e""2 < 0 donc f’(t) < 0 sur

[0 ; +o0o[, donc f est décroissante sur cet intervalle.

c) Le résultat précédent montre que la concentra-
tion va baisser a partir de 0,5.

3.f(t)=0,25
< 0,025 + 0,475e12 = 0,25
< 0,475e701% = (0,225

s @012 = [n(iJ
19
9

ln[—]
=19 4997
2012

Il faut donc un peu plus de 6 minutes pour avoir
une concentration de 0,25 mole par litre.

4. a) lime'2 =0alors limf(t) = 0,025.

t—+0 t—+o

Au bout d'un certain temps la concentration en
octane va se rapprocher de 0,025 mole par litre.

b) Au bout d’une heure (60 min), la concentration
en octane est égale a:

fl60) = 0,475e%12:¢0 + (0,025 = 0,025355, donc trés
proche de la valeur 0,025. Il est donc inutile de
continuer le processus aprés une heure.

Exercices d' entrainement  p.222-224

Transformer Uécriture d’une fonction
pour trouver ses primitives

76. 1. sinx - sinx x cos?(x) = sinx - sinx{1- sin?x])
=sinx - sinx +sin®x

=sindx

2.F:x—-cosx+ %cos3x
3.F :x—-cosx+ %cos%c +k, k réel.
1 2
-cos(rm)+—cosi(n)+k=0=k=-=.
3 3

1 2
F:xw>-cosx+—cos’x -—

77.1. hix) =1 xeZ+xx 2e¥=u'v+Vu avec ulx) =x
et vlx) = e>.

Une primitive sera : x — Hlx) = xe?.

2. g(x) = -sin(x]e* + cos(x]Je* = u'v + v'u avec
ulx) = coslx) et vlx) = e~.

Une primitive G : x — coslx)e*.
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sont de la forme

78. Les primitives de x —
(n(tn(x)) + k, k réel.
In(lnle))+k=1= k=1
F:xw—In(ln(x)) +1

xln(x)

79. Les primitives de x— sont de la forme

X

241
ln(,/xz + 1) +k, k réel. ¥
ln(yﬂ2 + ’I) +k=0=k-= —%ln[Z]
F: x|—>ln(,/x2 + 1) - %ln[Z]

80. 1. F'(x) = ae™ - axe™ = (a - ax)e'.
Par identification avec flx), a = 2.

2. Lensemble des primitives de f est
{x — 2xe'™ + k, k réel}.

2x2,75e"25 + k=0 & k = -5,5be 17

x> 2xe'™ - 5,5e7"7

Etude compléte d’une fonction primitive
81.1.F(t)=et" +tet =t + e,

2.f'[t) =t + e*" et et' > 0 pour tout réel ¢, le signe
de f’t) dépend donc du signe de (t + 1).

t —© -1 +00

t+1 - EJ +

'(t) - ﬁ] +

fl) +°°\ 1-e2 /+OO
_e_

3. limflt)="1et limflt) =+

X—-® X—+®

x+1

82.1.F(x)=In(x+ 1+ -3

x+1

=lnlx+1-2="flx)

2.Flx)=0=lnlx+1-2=0=x=e? -1

X -0 e?-1 +00
Fl) -0 +
+ 00 + 00
Flx) \ : , /
o
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3.f0)=n(0+1)-2=-2
Le coefficient directeur est donc -2.

83. 1. lim flx) = -0 et lim f(x) = +oo.

2ot et
(ex+102 (e +12

Donc f est strictement croissante sur R.

2.f[x)=1-

> 0 pour tout réel x.

X _ o
+ 00
Flx) /
—o0
3.a)x+2+Inl4) - 2er =x+ln[4]+M
e* +1 e* +1
=x+In(4) + = flx)
e +1

b) Lensemble de primitives de f est

{%xz +2x +n(4)x - 2lnle* + 1) + k, k réel}.

b , ¢ _la+b+cl’+lb-clx-a

xlx? =)

84.1.2+

x x+1

x-1

. S 1 1
Par identification avec glx),a=-1,b = 5 etc= 7
2. Lensemble des primitives de g est

“tnle)+ (e + 0+ Hnle - 1+ k, K réel
2 2
1 1
3.6lx]) = —ln[x]+5ln[x +1)+ Eln[x -NV+k

2_1
=ln[ al }fk
X

lim Glx) = k et limG(x) = —o.

X+ Tt

85. 1. Proposition 1 : Faux.
Proposition 2 : Faux.

2. Proposition 3 : Faux.
Proposition 4 : Vrai.

86.1.y+y=0y=-y
Les solutions sont de la forme Ke*, K réel.
Kel=esK=e

Donc flx) = e .
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2.e™=ceo1-x=Ilnlc)= x=1-Inlc

3. lime™™ =0

4. Cet algorithme détermine, pour un entier pdonné,
a partir de quelle valeur entiere x on ae™ <10

Etant donné que lime™ =0 et que 10* >0 pour

x>+

tout entier p, cet algorithme va forcément s'arré-
ter par définition de la limite.

Modéliser avec des équations différentielles

87. 1. Léquation différentielle est 7" =cT, ou ¢ est
une constante réelle.
9
ln[ﬁ]

La fonction solution est T : x+—100e 10

9
lnﬁ

2.T(x)=25 < 100e 10 " =25
_-10ln(4)

ot

La température atteindra 25° au bout de environ
17 min.

X

17

88.1.a) B’ = kB, k réel, avec les conditions

B(0) = 600 et B(2) = 1800.

b) Les solutions de l'équation différentielle sont
de la forme Cekt, C réel.

B(0) = 600 < Cek*0 = 600 < C = 600

B(2)=1800 < 600e* = 1800 < k = ln_[3]

In(3),
Donc Blt) = 600e 2 .
In(3)

c) Bl4)=600e 2 =5 400.

Ily a 5 400 bactéries aprés 4 heures.
In(3)

d) B(t) > 12000 < 60067[ > 12000
2In(20)
(n(3)

Le nombre de bactérie dépassera 12 000 au bout
d’environ 5,45 heures.

2,

St>

= 05,45

t-0
1n(3) t
Tant que 600e 2 <12000:

tet+1
Fin tant que

89.1.a) f[t) = C e + 30

b) f(0) = 1400 donc C = 1 370 et f(t) = 1370e00¢% + 30.
2.a) Sur[0; +oo[,

f/(t) = -0,065 x 1370e0065 < Q.

Donc la fonction fest strictement décroissante sur
[0;+o0[.

b) La fonction f représente la température de la
piéce aprés sa sortie du four ; la piece refroidit en

sortant du four donc la température diminue et
donc la fonction f est décroissante.

90.1.Y =0,25(360 + 0,8Y+ 120 - Y]

< Y =-0,05Y+120.

2. Y[t) = Ce™®%'+2400 et Y(0) = 2 000 donc C = - 400
et Y(t) = -400e2% + 2 400.

3. limY(t) = 2 400.

t—o+00

Le revenu se stabilise a 2 400.

91. 1. Les solutions de l'équation différentielle
sont de la forme Ke 07%, K réel.

fl0)= e & Ke 070 = g2l o K =21

Donc flx) = e21e=07x = g21-0.7x

2. a) W'(x) = flx) - g’(x) = -0,7e*"07 - 0,5

b) e21-07x > 0 pour tout réel x donc

h(x) = -0,7e21-07x (0,5 <0 pour tout réel x.
Donc h est strictement décroissante sur R.

¢) Sur [0 ; 5], h est continue (car dérivable) et
strictement décroissante, de plus

h(0) = e21-07x0 _(05x 0+0,7)=e2'-0,7>0
eth(5)=e2075 _(05x5+07) =14 -32<0.

D’aprés le théoreme des valeurs intermédiaires,
équation hix)=0 admet une unique solution
sur [0 ; 5].

A laide de la calculatrice, on trouve o0 = 2,172.

3. flgy) = glg,) & flg,) - glg,) =0
s hlg)=0=q,=a

Donc g, = o, = 2,172 et p, = glg,) = 0,50 + 0,7 = 1,786

92.1. Levolume de CO, présent dans cette piéce a

20 h est de 900 000 x% =9000x0,6 =5400 dm3.
2. a) V[t) = Ae 0" + 450 avec A € R.
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b) V(0) =A + 450 =5 400, d'ol A = 5 400 - 450 = 4 950
ainsi

V(t) = 4 9507001 + 450

3.21 h correspond a t = 60, donc

V(60) = 4 950700740 + 450 = 3 166,62, soit 3 167 dm?*
a1dmdpres.

93. 1. g:t—M est une solution particuliére de
U'équation.

C est solution de l'équation différentielle si et seu-
lement si C - g est solution de y" = -ky.

Les solutions de cette équation sont de la forme
Ae ¥ A réel.

Donc C est de la forme M + Ae X, A réel.
CO=0=M+Ae =0 A=-M

Donc Clt) = M - Me-*.

2. C’[t)= kMe ™ =0 pour tout réel t car M>0 et
k=0.

Donc C est croissante sur R.

limClt)=M

to+

3. Dans ce cas, M =180.

C(15) = 90 < 180 - 180615 = 90 & k = "2

_tnl2),
Donc Clt)=180-180e 15 .
_tnf2)
Clt)>170=180-180e 15 =170
. 15Ln(18) B
(n(2)
Le mais sera @a moins de 10 cm de sa taille maxi-
male au bout de 63 jours.

62,5

94.1. T =-0,1(T - 20)

2.a) Si T est constante T’=0 et -0,1(20 - 20) = 0, la
fonction constante 20 est donc solution.

b) T(t) = 20 + Ke®'t avec T(0) = 100 = 20 + Ke™0»0
d’ou K = 80. T(t)=20+80e"

95.1.100y’+12y =0« 3" =-0,12y
Les solutions de cette équation sont de la forme
Ke=012x K réel.

(0)=100 < Ke %2 =100 < K =100
Donc la solution est y : x — 100e~012x,

2. Les valeurs de a et b correspondent aux extré-
mités d'un encadrement d'amplitude 0,01 de

200

lantécédent de 80 par f, la solution trouvée en 1.,
obtenue par dichotomie.

Equations différentielles )’ =ay + @,
ou s’y ramenant
96.1.alg:x—1

b) y est solution de (F) si et seulement si y - g est
solution de y" =-y.
Les solutions de cette équation sont de la forme
Ke, Kréel.
L'ensemble des solutions de (F) est donc
{x—>1+Ke™, K réel}.
2. f(x) + (1 + tan(x))f(x) = cos(x)
g’[x)cos(x) - glx)sin(x)
+ (1+tan(x))g(x)cos(x) = cos(x)
g’[x)cos(x) - glx)sin(x)
+ glx)cos(x) + glx)cos(x)tan(x) = cos(x)
g’[x)cos(x) - glx)sin(x)
sin(x)

+ glx]cos(x) + glx)cos(x) = cos(x)
cos(x

g’(x)coslx] - glx)sin(x)

+ glx]cos(x) + glx)sin(x) = cos(x)
g’(x)coslx]glx)cos(x) = cos(x]
g’(x)+ glx) = cosl(x]

cos(x) = 0 pour o<t
2 2
3. Les solutions de (F) sont g, : x— 1+ Ke™*, K réel.
Donc les solutions de (E) sontf, : x — (1+ Ke )cos(x)
K réel.
fl0)=0< (1+ Ke?)cos(0)=0
eSK=-1

Donc f(x) = (1- e~)coslx).

97.1. p’lx) + 3plx]) = e* < 2ae?* + 3ae?* =¥
& bge? =e¥

1
Sa=-

2. y est solution de (E) si et seulement si y - p est
solution de y" =-3y.

Les solutions de cette équation sont de la forme
Ke 3, K réel.

Donc les solutions de (E) sont y, :xH%e“ + Ke3x,
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y[0]=1<:%em + Ke¥0 =1<:K=%

DOnC y[_x] = lezx + ée—fix.
) 5

98. A. 1. Les solutions sont x — Ce %, C constante
réelle.

2. Avec C = 2 on obtient la fonction h.
2

3. g est dérivable et g’[x]) = 9e* et donc
g’(x) + 2g(x) = 3e%.

4. Comme f=g+ halors f"=g" + h" donc pour tout
réel x:

flx) + 2flx) = g’(x) + 2g(x) + H'(x) + 2h(x)
=3e¥+0=3e™

Ainsi f est solution de (E).

B. 1. On factorise par 3e %,
3 e

) -3x ) 3 )
flx)=3e2| = - =3e | —-e
2 ex 2

2. En +o0 : par composition

lime? =0, de méme

X+

lime™ =0, on en déduit par opérations que

X+

lim f(x) = 0.

X—>+%
En - : par composition

lim e = +00, de méme lim e =+, on en déduit

xX—-% X—-%

par opérations que lim f(x) = +cc.

X—-%

3.
X -0 0 +00
f’(x) + 0 -
3
flx) 2
b3 _OO/ 2 \ .

f'lx) = -9e2 + 9e=

= 9e (-1 + e
Comme 9e* est positif alors f’[x] est du signe de
-1+ e™, donc positif pourx < 0.

4. D’apres Uexpression de la question B. 1, et comme
pour tout réel x, 3e*=0,0na:

f[x]=0<:>§—e"‘=
2

@x=ln§:—0,4 (2 0,01 pres). La courbe 6, coupe

laxe (Ox] en un seul point A de coordonnées

(lng;OJ.
3
Intersection de 6, avec l'axe (Qy) : il s'agit du point

de coordonnées B(0 ; f(0)) c’est-a-dire (0 : gj

99. Travail de l'éléve.

100. Travail de l'éléve.

Exercices bilan p. 225-226

101. Temps de refroidissement
1. a) La fonction constante est f : x — 20.

b) y est solution de (E) si et seulement si y - f est
solution de y" =-0,04y.

Les solutions de cette équation sont de la forme
Ke-004t K réel.

Donc les solutions de (E) sont y, : t— 20 + Ke 0%,
¢) g(0) =100 < 20 + Ke %% =100 < K =80

Donc g(t) = 20 + 80e004,

2. a) g(30) = 20 + 8000040 = 20 + 80¢™ W2 ~ 44 > 37
Donc la grand-meére a mal évalué le temps nécessaire.
b) glt) = 37 < 20 + 80e0%t = 37

o t=25ln 80\, 38,72
17

La température sera de 37° au bout d’environ
38 minutes et 43 secondes.

c)

t-0

Tant que 20+ 80e™°°>30
t-t+1

Fin tant que

Afficher t

102. Equation de la forme )’ = ay + ¢,
ou ¢ est une fonction

1. g’'lx) = ¥ + xe* = g[x] + e¥ donc g est bien solu-
tion de (E).
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2. a) f(x) = flx) + e

flx) - g'(x) = flx) + e* - g’(x)

Flx) - g'(x) = flx) + e - (glx) + &)

flx) - g’(x) = flx) - glx)
Donc f est solution de (E) si et seulement sif-g
est solutionde Y =,

b) f - g est donc de la forme Ke*, K réel.
Donc f est de la forme xe* + Ke*, K réel.
3.fll=2¢e" +Ke'=2

SK=2e"-1
Donc la solution est f : x — xe* + (2e71 - e~.

103. Déterminer une primitive
1.F === (-1 +(-1+2e'=0
F'2)=f2)=(-22+2+2)e? =0
2.a) F’(x) = (2ax + ble* + (ax? + bx - e~
=(ax? +(2a + b)x + b - e~
b) F’(-1)=0
o lal-"1+2a+b)-1+b-1e'=0
o (-a-e'=0

sa=-1
F(2)=0
S (-1x22+(-2+b)x2+b-1e2=0
< (3b-9e'=0
<b=3

Donc Flx) = (-x2 + 3x - Ne~.

104. Un modeéle de bénéfice

1. g:t—>30 est une solution particuliére de

U'équation.

f est solution de l'équation différentielle si et seu-
1

lement si f - g est solution de y’ = —Ey.

Les solutions de cette équation sont de la forme

1_
Ke'?', K réel.
1
Donc f est de la forme 30 - Ke?, K réel.

1
fl0)= 2530+ Ke 2" = -25 < K =55

1
Donc flx)=30-55¢e 2.

2. A laide de la calculatrice, on constate que
la somme des carrés des écart est d'environ
0,08 <0,5. Lapproximation par f semble donc satis-
faisante.
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1

3.a) f(x) >29,8 < 30-55¢ 2 >29,8

& x>2In(275)= 11,2
Le bénéfice dépassera 29 800 euros au bout en
2011,

1
ble 2 >0 pour tout réel x donc

1
flx) =30 - 55e 2° < 30 pour tout réel x. Le bénéfice
ne peut donc pas atteindre 30 000 euros.

105.acM
1. a)
2.d)

106. Fonctionnement d’un stimulateur cardiaque

1 1
A.1.a)—= =125
RC 4x107 x2x10°
Donc u vérifieu” + 1,25u = 0.
b) ' +125y=0< ' =-125y

Les solutions sont donc y, : t+— Ke'? K réel.

c) u est solution de l'équation différentielle donc
u est de la forme Ke "%t K réel.

ul0)=56=Ke®0=56=K=56.

Donc u(t) = 5,6e"%t.

2. a)u’(t) = -7e'® <0 pour tout réel t.

Donc u est décroissante sur [0; +oo[.

b) u représente la tension au bornes du condensa-
teur, celui se déchargeant avec le temps, ce résul-
tat était prévisible.

B.1.a)(1-0,63) x ul0) =0,37 x 5,6 = 2,072

b) 5,6e-'%5t =2,072
e =0,37

(n(0,37)
125
_n(0,37)

c) =0,80 donc le stimulateur envoie
une impulsion électrique au cceur toutes les
0,8 seconde environ.

60
d) %=75 le stimulateur simule donc un pouls

de 75 pulsations par minutes, ce qui est compris
entre 50 et 80. Ce rythme correspond donc bien a
un adulte au repos et en bonne santé.
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107. Satellites
A. 1. Les solutions sont x — Ke?9%h K réel.

2. La solution de U'équation différentielle (E) qui
vérifie la condition T(800) = 2 000 est la fonction
définie sur [0 ; +oo[ par : T(h) = 2 000%025-20,

B. 1. Détermine la plus petit valeur K, a 0,5 pres
pour laquelle T(500) dépasse 1400 m.

2. Il affiche 18,5.

C. 1. Le temps restant avant la rentrée atmosphé-
rique du satellite Hubble est d’environ 5 432 jours.

2. a] [h + 10] = 0,13260'025”’”0'150]
=0,1 32e0.025(h-150+0,25)

=0,1 32e0.025(h-150] ¢ 20,25
o= 128414 2
100
Ainsi, augmenter laltitude h de 10 km revient a

augmenter d’environ 28 % le temps restant avant
la rentrée atmosphérique du satellite Hubble.

Préparer le BAC

Je me teste

108.D 109. A
110.A 111.B
112.cC 113.A
114.D 115.A

Préparer le BAC

Je révise p. 229

116. Découvrir une primitive
1.G'(x) = ae" + (ax + blex" + 1= (ax + g + ble* + 1
Par identification avec g, a=1etb=-1.

2.1- er e +l-e 1

= hlx)

e* +1 e’ +1 e* +1

Une primitive de h est H : x> x - In(e* +1).

117. Culture de microbes

1. Les solutions de l'équation sont de la forme Ce*,
C réel.

y0)=NeCe*=N=C=N

Donc ylt) = Ne¥.

2.y(2) = 4N & Ne* = 4N < k = In(2)
Donc ylt) = Nen@t = 2(N,

y(3)=23N =8N

Au bout de 3 heures, ily a 8 N microbes.
3.y(5)=6400 < 2°N =6 400 < N =200

118. Etude d’une fonction

1.Lessolutions de (1) sontlesfonctions y, : x — e,
K réel.

Les solutions de (2] sont les fonctions y, : x — Ke~,
K réel.

2. a) Graphiquement, f(0) = 1.

Le coefficient directeur de T est =3 et son

ordonnée a lorigine est 1, donc T a pour équation
y=3x+1

f’(0) est le coefficient directeur de T, soit f/(0) = 3.
b) f(x) = f(x) - f,(x) donc f est de la forme Ae?* - Be”,
A et Bréels.

fl0)=1< Ae?>®-Be’ =1 A=1+8B

f’ est de la forme 24e? - Be*.

f(0)=3 < 24e>® - Be’ =3

< 2A-B=3
= 20+B)-B=3
< B=1

DoncA=1+B=2

Donc f(x) = 2e** et f,(x]) = e*.
Donc f(x) = 2% - e*.

c) limflx)=0

x—-%

flx) = e*(2e* - 1) donc lim flx) = +oe.

X+

d)flx)=0=2e* - =0
o2 -1=0=x=-In(2)
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119. Primitive et aire sous une courbe

1. a) 20 (xv(x) + ulxlv’(x)) = 2[1 X e%x +x X %e%xJ

1
=[x +2e? =flx)
1
b) Une primitive de fest F : x — 2ulx)v(x) = 2xe?".
2. a) Pour n =3, lalgorithme renvoie
s:lf[0]+lf 1 +1f 2 , soit la somme des aires
3 313) 313
des trois rectangles colorés du graphique.

b) Lorsque n devient grand, la valeur de s_ propo-
sée se rapproche de l'aire du domaine situé entre
la courbe 6, laxe des abscisses et les droites
d’équationsx=0etx=1.

120. Probléme ouvert (1)
Pour x <2, on résout y’lx) + ylx) = 1.

f:x—1 est une solution particuliere de cette
équation.

y est solution de cette équation si et seulement si
vy - fest solutionde y" = -y.

Les solutions de cette équation sont de la forme
Ke™, K réel.
Donc les solutions de y’(x]) + y[x) = Tsont :
Vx> T+ Ke™ Kréel.
0l=0=1+Ke'=0=K=-1
Donc la solution de y'(x) + ylx) = Test f : x > 1- e
Pour x > 2, on résout y’lx) + y(x) = 0.
V(x)+ ylx) =0 y'(x)=-ylx)
Les solutions de cette équation sont de la forme
Ke™, K réel.
Ainsi la solution de y’(x) + ylx) = g(x] est
{1 —esix=<2
ylx)= .
Ke ™~ six>2
y doit étre dérivable donc continue sur R.
Ainsi on doit avoir1-e?=Ke? o K=e?-1
Donc ylx) = T-e*six<2
(e2-Te~six>?2
121. Probléme ouvert (2)
V'(x)=2Ce* + C,e* =2ylx]) - C,e*
L'équation différentielle est y’(x) = 2y(x) - C,e*.
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Exercices vers le supérieur p.230-233

122. Deux modéles pour une méme étude

A. Un modeéle discret

1. a) L.append(u) ajoute la valeur de la
variable u dans la liste L.

b) Ily aura 50 nombres dans la liste L.

2. a]f’[x]=i[20—x]—ix=2—lx
10 10 5

f'[x]>0<:>2—%x>0c>x$10
Donc f est strictement croissante sur [0 ; 10] puis
strictement décroissante sur [10 ; 20].
b) f est strictement croissante sur [0 ; 10] donc :
e fadmet un maximum en x = 10, soit
f[10]=i>< 10(20-10)=10;
10
e fadmet un maximum en x = 0, soit
fl0) = - x 0[20 - 0) = 0.
10
Donc f(x) €[0;10] pour tout x €[0; 10].
3. Montrons par récurrence la proposition
P :0=<u,<10.
Initialisation : (pour n = 0) : u, =1€([0;10] donc
P, est vraie.
Hérédité : si il existe un entier n tel que P, est
vraie, alors 0 <u, <10 donc 0 <flu,) <10 d’aprés
la question précédente.
u,.,=flu)doncO=<u,,, <10.
Donc P, est vraie.

Conclusion : d’apres le principe de récurrence, P, est
vraie pour tout entier n.

4. La fonction f étant strictement croissante sur
[0; 10], nous pouvons montrer par récurrence que

u,,; > U, pour tout entier n, donc que (u,) est stric-
tement croissante.

(u,) est donc strictement croissante et majorée par
10, donc (u,) est convergente vers un réel € .

U, = flu,) donc € vérifie f(€) = €.
f[€]=€=%€[20—€]=€<:>€2—1U€=0

= €e-101=0
< €=00u€=10
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Or u,=1et (u,) est strictement croissante donc
u, = 1pour tout entier n.

Donc € =10.
5.

from math import *

N=int (input())

L=[]

u=1

L.append (u)

while u<=5:
u=(((u*20-u))/10)
L.append (u)

print (L)

B. Un modeéle continu

1
1.a) Siy est solution de (E) alors : ' = Ey[‘IO -y’

1
’ —y“O—y]
»’ y?
I 10 S B
20y? 2y 20
1 1
=——z+—
2 20

1
b) g:x+— 0 est une solution particuliere de (E,).
z est solution de [E1] si et seulement si z - g est

solution de z’ = —EZ.

Les solutions de cette équation sont de la forme

1
Ke 2', K réel.
1

-—X

Donc les solutions de (E,) sont : z, : x > ﬁ +Ke 2,

K réel.
Donc les solutions de (E) sont

1 1 10

sz—:xH ] = ]

2k J ke 10Ke 7 +1
10

2. g est solution de (E) donc g est de la forme
10

, K réel.

1 , K réel.
10Ke 2 +1
g0=1< 1? =1 K=09
10Ke 2° +1

Donc glx) = 10 __10

1

10x0,9e 2" +1
1
10 x [—%Je? o
3. g'lx)=- __f%er oy

1 2 1 2
[9e'5" + 1] [9e'5“ + 1]

pour tout x €[0; +oo[.

1 "
9% 2 +1

Donc g est strictement croissante sur [0; +oo[.

4. lim glx) =10 donc au fil du temps le nombre

de foyer possédant un téléviseur se rapproche de
10 millions.

5.

x-0
10

Tant que =1
9e z2"+1
X—x+1
Fin tant que
Afficher 2005 +x

123. Progression d’une épidémie

1. Siy est solution de (E] alors y” = 0,05y(10 - y) et
»(0)=0,01

oY __005)(10- )

2 2

y y
_ 2
_-05y+005y2 _ 005 0,05
»? y
=-0,05f+0,5

J0)=0,016 0)=—— = —— ~100
»(0) 0,01

2. a) g:x—0,1 est une solution particuliére de
f=-0,5f + 0,05.

f est solution de cette équation si et seulement si
f - g est solution de f’ = -0,5f.

Les solutions de cette équation sont de la forme
Ke 05 Kréel.

Donc les solutions de f” = -0,5f + 0,05 sont
fe 1 x = 0,1+ Ke™®% Kréel.

f0=100 < 0,1+ Ke > =100 & K = 99,9
Donc f(x) = 0,1+ 99,905«
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Donc ylx] = 1. ;
flx) 0,1+99,9e 05

b) Cet algorithme sert a afficher Uentier x a partir
duquel on a ylx) = 5.

1
0,1+ 99,9050
~ 1
©0,1499,9¢

3.a) y(30) =

Environ 10 % de la population sera infectée au
bout de 30 jours.

b)lim ylx) = 10 donc, & terme, Uinfection touchera

X+

10 % de la population.

124. Equations de la forme y’ =ay + ¢

a)Onchercheaetbtelsqueg : x —> acos(x) + bsin(x]
soit une solution particuliére de U'équation.

2g’(x) - glx)
= 2(-asin(x) + bcoslx)) - acos(x) - bsinlx)
=(2b - a)coslx) - (2a + b)sin(x)

Par identification avec cos(x),

1
a=-—
%b—a-1¢> 5

2a+b=0""| _2
5

y est solution de l'équation si et seulementsi y - g
. ,
est solution de )" = Ey.

Les solutions de cette équation sont de la forme

1
Ke?, Kréel.

Donc les solutions de 2y” - y = cosx sont
1 1 2 L
Vi x> glx)+ Kez = —gcos[x] = gsin[x] + Ke?,

Kréel.

bl Onchercheaetbtelsqueg: x — [ax? + bx + cle?
soit une solution particuliére de U'équation.

g’lx) - 2g(x)

= (2ax + ble? + 2(ax? + bx +cle? - 2[ax? + bx + cle”
= (2ax + ble®
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Par identification avec xe?, {Zax =1 o a

!
2 .
b=0 0

b
1 . o

Pourc=0,g:x— Exzez" est solution particuliére

a l'équation.

yest solution de l'équation si et seulementsi y - g

est solution de y’ = 2y.

Les solutions de cette équation sont de la forme
Ke?*, K réel.

Donc les solutions de y" - 2y = xe?* sont

Vi 1 x> glx) + Ke> = (%xz + Kjez", Kréel.

125. Sans aide
1. Une solution particuliere est

2 .
X +> —C0sx + —sinx.

Les solutions générales sont

-1 2 L
2

X — —Cosx + —sinx + Ke?z', Kréel.

. R 1
2. Une solution particuliére est x — Exzezx.

Les solutions générales sont

1 ,
x — —x2e% + Ke?r Kréel.
2

126. En économie
1.g:x+— 0,05 est une solution particuliére de
P’ =-0,4P +0,02.

P est solution de cette équation si et seulement si
P - g est solution de P’ = -0,4P.

Les solutions de cette équation sont de la forme
Ke 04 K réel.
Donc les solutions de P” = -0,4P + 0,02 sont

P : x — 0,05 + Ke %, K réel.

P(0) = g & 0,05 + Ke 040 = g = K=075

Donc Plx) = 0,05 + 0,75e04*,
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e e
Plg) 0,05+0,75e7%4 1+ 15704

o) 20 .5
14156040 4

20 x 15 x (-0, 4)e-04
(1+ 15e-0:44)2

120804

(1+15e-04a )2

2. 'lg) = -

pour tout g €[0; 14].
Donc f est strictement croissante sur [0; 14].
2. a) La droite (0Q) passe par les points 0(0 ; 0) et
Qlg ; flg)).
Son coefficient directeur est donc donné par
Ya = Yo =f[q]—0=@.
g-0 ¢
b) Le minimum est réalisé quand la droite (0Q)

a un coefficient directeur minimal, soit pour
g = 14, ce qui correspond a un colit moyen de

Xq = Xp

20
-0,4x14
f[14]=1+15e <14,
14 14

127. Equation différentielle et changement de
variable

1. f[t) = —2—10f[t][3 - Inf(t)) si et seulement si

gl =(n(AY(0) = Flel—-

f(t)
1 1

- (—%f[tl(3 - lnf[t])]%

3 Inflt)
=—-—+

20 20

1 3
= 59[1’] - 5

2. g :x — 3 est une solution particuliere de

, 1 3
z'=—z-—"
20 20
z est solution de cette équation si et seulement si

, 1
z - g est solution de z' = —z.
20

Les solutions de cette équation sont de la forme
1
KeZO[, Kréel.

1 3
Donc les solutions de z’' = —z - % sont

1
z b3+ Ke® | K réel.

- 1 3 L ,
3. g vérifie ¢ = —g - — doncil existe un réel C tel
J 7 20g 20

que glt) =3+ Cen'.
g(t) = Inlf(t)) donc

f(x) = explglt)) = exp£3 + Cexp[iD .

4.a) imf(t)=0

t—+0
3 L L
b) () = ——e20e3-3¢® < 0 pour tout réel t.
20

Donc f est décroissante sur [0 ; +o9[.

o) it <0,02 & exp[S . 3exp[%}] <0,02

& 3-3exp| - | <n(0,02)
20

(:)L>ln 1_ln([].[]Z]
20 3
ot> 20[n[1 - l”[?m]

128. Equation différentielle du second ordre
1.a) (P2 = (AP =1 (PP =1+ (Fx)?

Donc (f(x))? = 1 pour tout réel x.

En particulier (f'(x]))* = 0 donc f’(x] = 0 pour tout réel x.

b) (F(0)) - (£(0))> =1
< [0 =(F0)2-1=1-1=0
< fl0)=0

2. La dérivée de ()2 est 2" X f’.

La dérivée de f2 est 2" x f.

Pour tout réel x, (F/(x))? - (f(x))2 = 1.
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Donc, en dérivant on obtient :
2f”(x)f (x) - 2F (x)f(x) =
& 2F(x)(F”(x) - flx)) = 0.

Or 2f’(x) = 0 pour tout réelx donc ona f”(x) - f(x) =

soit f”(x) = flx) pour tout réel x.
3.a)ul0) =70 +fl0)=1+0=1

v(0) = (0] - fl0)=1-0=1

b) f” =f donc
u'=[f’+f]’=f”+f’=f+f'=u_

N L O O Ry Ry R U

c) Les solutions de l'équation v’ =u sont de la
forme Ke*, K réel.

ull=1eKe =T K=1.

Donc ulx) =

Les solutions de l'équation v’ = -v sont de la forme
Ke™, K réel.

v0l=1eo Kel=1eK=1.

Donc v(x) =
oot r-n-
Donc flx) = ulx) - v[x] _e-e

4.a) limflx) =+ et lim flx) =-

X+ X—-

b) Flx) =2 >0 pour tout réel x.

Donc f est strictement croissante sur R.

X -0 + 00

+00

flx) /

—00

5. a) La fonction est continue, car dérivable, et
strictement croissante sur ]- ; +oo[ .

-0 < m<+% = lim f(x) pour tout

X+

De plus lim flx) =

x—-®
réel m.
Donc, d’apres le corollaire du théoréme des valeurs

intermédiaires, ['équation flxJ=m a une unique
solution dans R.

b) flx)=3e & % =3
Ser-—ert=bo e -1=ber
S le)2-6er-1=0
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On pose X =e* et on résout X2 - 6X -1=0.
A=[-6P-4x1x(-1=40>0
L'équation a donc deux solutions réelles :

8-V o

X, =
2x1
X, = -(-6) + \/7 _3+410.
2x1
Donc (e¥)2 -6e*-1=0
&Ser=3- 100ue*‘=3+\/ﬁ
@x=ln[3+\/ﬁ]
car 3-+10<0.

Donc x = (n(3 +/10) = 182.

129.acM
1.¢c)
2.b)

130. Commande d’une substance radioactive

Soit N la fonction donnant le nombre d’unités en
fonction du temps t (en jours).

- ANIt).

Les solutions de cette équation sont de la forme
Ke ™, Kréel.

La demi-vie de la particule est de 27,8 jours.

N[t] Ke-Mt+27,8] — Ee-m

La loi de désintégration donne N'(t) =

NIt +27,8) =

o o M-278% = 1e‘“

& -t -27,80=-In(2) -
tof2
27,8

S A=

Soit N0 la quantité initiale, alors
NOI=N, & Ke™ =N, s K=N,.

_ln(2)
N e 27,8
In(2)

N[2)> 35 & Nye 278

Donc NIt) =

=35
In(2)

& N, >35e1%7 = 36,8

Il faut donc commander au moins 37 unités.
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131. Equation logistique
_N(t) _ 0,07N[t)(1-10°N(t))
Nt NIt
~ 0,07N(t) - 0,07 x 10-3N(t)2
N[t

= -0,07i +7x10°
N(t)

Plt) =

=-0,07P(t) + 7 x 10°°
Donc P est solution de l'équation
y' =-0,07y + 7 x 10-5.
g:x— 107 est une solution particuliére de cette
équation.

y est solution de 'équation si et seulementsi y - g
est solution de y" =-0,07y.

Les solutions de cette équation sont de la forme
Ke 097 K réel.
Donc les solutions de y" =-0,07y + 7 x 107% sont
yg 1t 107° + Ke 07t K réel.
Donc P est de la forme 107 + Ke 007 K réel.

1 1 3
De plus P(0) = — = — =102

N(0) 100

P0)=10"? < 107% + Ke %0 =102 < K = 0,009

donc Plt) = 10-% + 0,009e-007t .

132. Réaction chimique

1 1
Donc Nlt)= — =
P(t) 103 + 0,009¢-007t

pour n =0, C'(t) = -k, solution : x = -kt + C,
pour n =1,C’(t) = -kClt), solution : x> C e
pour n =2, C’(t) = -kC?(t)

’

(:)—C,[tlzk(:)(l] =k = Clt)= 1 ,
C?(t) C kt + K

1

Kréel. Solution : x — .
kt + C,

133. Croissance d’une population

1. On pose y=l.
P

o B koM op) kM
p? p? p
= —kMy + k

1
g:x— " est une solution particuliere de l'équa-

tion ¥y = -kMy + k.

yest solution de U'équation si et seulementsiy - g
est solution de " = -kMy.

Les solutions de cette équation sont de la forme

Ke ™t K réel.

Donc les solutions de y" = -kMy + k sont

yg it i + Ke M, K réel.

y[o]zizi@l_,_Ke—kMxo:i
P[U] Po M Do
PO
py M
1 1
Donc ylt)=—+ — - — e,
po M

M =10 000, k = 0,0001 et p, = 1000 donc
Yt) =104 +9 x 104!

1 1
donc plt) = — = .
Wt 10+ 9 x 10-e~

1
1074 + 9 x 10-4e2

2. pl2) = ~ 4,509

Au bout de deux ans, la population sera de
4 509 individus.
1

104 19x10%e
Au bout de deux ans, la population sera de 9 428
individus.

pl5) ~ 9428

1
104 +9x10*et
10-°
179991

10-5
st=-ln =121
1,79991

On atteint la taille limite au bout de 13 années.

3. plt)1=99995 =9999,5

el
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10000+
9000+
8000+
7000+
6000
5600
4000+
3000+
2000+
10005

20 2 4 6 8 10 12

134. Vrai ou Faux ? (1)
1. a) Vrai b) Vrai
2. a) Faux b) Faux
c) Faux d) Faux
3. a) Vrai b) Faux

c) Faux

c) Vrai

135. Vrai ou Faux ? (2)
1. Faux

2. Faux

3. Vrai

4. Vrai

136. Croissance d’une population de rongeurs

1
1. a) Les solutions sont les fonctions y, : t — Ket,
K réel.

1
b) gl0l=1 Ket ' =1 K =1
5
donc glt) =es .

1
Adgll=3oel =3 t=4ln3)= 4,4

Au bout de 5 ans, la population dépassera 300 indi-
vidus.

2.a) u’lt) = M - lute)) si et seulement si
@ _ (ult))?
hlt)=- vt — 12
(ult))? (ult))?

210

1 1

-—t
4ult) 12 4 12

hlo

de plush[0]=i=1=1.
7](0)

1
blg:x— 5 est une solution particuliére de

. ) , y 1
l'équation y' = -— + —.
a d 4L 12

y est solution de léquation si et seulement si
Y — g est solution de y” = —%y.

Les solutions de cette équation sont de la forme
Ke%[, K réel.

Y

, 1
Donc les solutions de y" = _Z + — sont

12
_lt
Yy :t'—>§+Ke 4, Kréel.
h vérifie cette équation donc h est de la forme
1 L ,
—+ Ke 4, Kréel.
3
1
=1 s Ke T =1 K=2
3 3

1
donc hlt) = 1 + Ze-;f
3 3

donc ult) = 1 )
hlt) 1 2 -k 1

c) limu(t) = 3 donc la population se rapproche de

to+o

300 quand t tend vers +o.

137. Approche d’une solution par la méthode
d’Euler

A partir de la méthode d'Euler, nous obtenons la
suite de points A, [x, ; ¥,) ol x, =0, yy =2 et
*ra = 0.1, pour tout entier n.
yn+1 =yn +0'1[yn _xn]
On obtient la courbe suivante.
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y
5+ +
+
+
b+
i
7
31+
++
H-
24+
’|.
| X
0 1

Onrésout y' =y - x.
g:x > x+1 est une solution particuliére de cette
équation.

yest solution de l'équation si et seulementsi y - g
est solution de y" = y.

Les solutions de cette équation sont de la forme
Ke*, K réel.

Donc les solutions de y’ = ¥ - x sont
Vi x> x+ 1+ Ke*, K réel.
W0=20+1+Ke’ =2 K =1

Donc la solution est y(x] = x + 1+ e*.

En tracant cette courbe sur le graphique précé-
dent, on peut constater que l'écart est faible entre
les deux courbes.

138. Démontrer Lunicité d’une solution

Si xy’(x) + y(x]) = 0 alors, en dérivant chaque
membre, ylx) + xylx) + y’(x) =0

donc xy”(x) =0 donc y’(x) = 0 pour tout x = 0.

Donc, y” étant continue sur R on a nécessairement
3’ fonction constante sur R, soit y : x = k ol k réel.

Or xy/(x)+ ylx) =0 xx 0+ y(x]=0
< ylx)=0.

L'équation admet donc une unique solution, la
fonction constante 0.

139. Résoudre par disjonction de cas
1.Si ylx) = x alors ‘y[x] - x| = ylx) - x.

On résout y’(x) = ylx) - x.

g:x—>x+1 est une solution particuliere de
Uéquation.

yest solution de l'équation si et seulementsi y - g
est solution de " = y.

Les solutions de cette équation sont de la forme
Ke*, K réel.

Donc les solutions de y’(x) = y(x]) - x sont

Vg ix = x+1+Ke*, Kréel.

X} =x & x + 1+ Ke* = x & Ke® =~1 cette inéga-

lité étant valable pour tout x pour K =0. Les solu-
tions de U'équation vérifiant la condition initiale sont
donc: yc:x—=>x+1+Ke*, K=0.

Yy

=N W B~ 01 O~
! | | | 1 |
1 1 1

2 —;1? 1 2

-2+

2.Si ylx) < xalors ’y[x] - x‘ = - ylx) + x.

On résout y’(x) = - ylx) + x.
g:x—>x-1 est une solution particuliere de
l'équation.

y est solution de 'équation si et seulementsiy - g
est solution de y" = -y.

Les solutions de cette équation sont de la forme
Ke™ , K réel.

Donc les solutions de y’(x) = - ylx) + x sont

Ve i x—=>x-1+Ke™ Kréel.

ywhlsxox-1+Ke <sx o Ke* <1 cette iné-
galité étant valable pour tout x pour K <0. Les
solutions de l'équation vérifiant la condition ini-
tiale sont donc:

v x> x=-T+Ke', K<0.
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140. Equations et conditions Travaux pratiques

1.a) h'lx) = (F(x) - 3flx))e~>

b)  est solution de (E) donc TP 1. Méthode d’Euler
F)  3f() = 3 pour approcher la courbe d’une solution
T lred d’équation différentielle

, ¢ Durée estimée : 55 min
g3

1+ =3 ' e Objectif : Utiliser 'équation différentielle pour
un calcul répértitif, aprés avoir été présentée,

ainsi h'lx) =

2. Dans h’(x) on reconnait la forme —

positive ainsi u avec d mettre en ceuvre la méthode avec lUoutil Python.
hlx) = =In(1 + e3) + k, k réel. A. Courbe d’Euler et solution de U'équation diffé-
3. flx) = hlx) e¥ = (-In(1 + e* ) + kle¥, k réel. rentielle y’ =3y + 5 avec y(0) =1
4) f(0) = (~ln(1+ 1) + k] =0 2.a) saisir les variables x,y,h,n
Donc k = ln2. Pour i allant de 1 a n:

i -3x X x<-x+h
La solution est x — (-In(1 + ™) + In2)e’. ¥<-g(1+3h) +5h

Fin Pour

141. Chute d’une goutte d’eau
1.a)g:x—981q b) Avec Python et l'affichage des points A

, =1 from math import *
bl g'=—g+981 from pylab import *
q def méthode_euler (x,y,h,n):
-1 X_liste=[x]
f est solution & "= —f + 9,81 Y liste=[y]
q x1im (0,5)
-1 ylim (0,100)
o f-g=—If-g for i in range (n) :
q x=x+h
1 y=y*(3*h+1)+5%h
o (f- g]’ =—|f - g] X_liste.append (x)
Y liste.append (y)
return (X_liste, ¥_liste)
X,Y¥=méthode_euler (0, 1, 0.1, 100)
plot (X, ¥, "r+")
show ()

1
& f-gestsolutionde y'=——y.

1
On en déduit v(t) =9,81q[1—e qt] puisque v(0] = 0.
. B. Pour aller plus loin
——t
2.a) lime ¢ =0 par composition donc from math import *

t—>+

from pylab import *
limv(t) = 9,81q par opérations. def méthode_euler (x,y, h,n) :
e X liste=[x]
b) Vérifier que v(5g) > 0,99 x 9,81q. Y_liste=[y]
_ _ A-5) o xlim (-3, 3)
v(5g) = 9,81g(1 - e = 0,9932 x 9,81g ylim (0, 20)
L'affirmation est donc correcte. for i in range (n) :
y=y*(2*h+1) + x*cos (x*pi/180)*h
x=x+h
X_liste.append (x)
Y liste.append (y)
return (X_liste, Y_liste)
plot (méthode_euler (pi, 0, 0.1, 100),"r+")
show ()
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TP 2. Etude d’un exemple
de dynamique de population
¢ Durée estimée : 40 min

¢ Objectif : Appliquer les équations différentielles
avec un modele économique historique, sur un
probléme économique concret.

A. Présentation

1. En remplacant N respectivement par 0 puis par
K on obtient N = 0.

N
Si0<N<Kalors0< K <1 ainsi l'équation logis-

tique donne N’(t) > 0 et sinon N’(t) < 0.

2.S5i 0 < N < K alors N’(t) > 0 donc la fonction
N est croissante. Décroissante sinon.

B.Exemple : un probléme économique, le nombre
de franchises

1. N0 = 04N | 1= M
1000
avec N(0) = 100.
2.N'1t) = 0.4N(0) | 1= VO
1000
o N1 04 . N

(N2 N 1000

= _N,[t] = _[]'[,_ L — L
(N(t))2 N(t) 1000
o P(t) =-0,4P(t) + 0,4.103

P(t) = ke™%t + 10- ainsi
1

Nlt) = ———.
ke %4 +10°3
De plus N(0) =100 = 1
k+1073
& k=10?-10%=0,009
1 1000

et N(t) = =
0,009e-04t 4103

1+ 9e04t

3.N[t] =500 < e+ 1 <2

1

ln| —

1 9
o -04t<Iln-|st=—2
9 -0,4

& t=5,493

Sitestexprimée en mois, il faudra attendre environ
5 mois et demi pour atteindre les 500 franchises.

TP 3. La radioactivité
et les équations différentielles

e Durée estimée : 55 min

¢ Objectif : Simuler une situation, puis appli-
quer le modele mathématique pour analyser le
probléme et appliquer sur un modele concret : la
datation au carbone 14.

A. Simulation de U'évolution du nombre de noyaux
restants

from random import *
from pylab import *
def compte_noyaux_restants (n,p) :
N=n
for i in range (n) :
if random() <=p:
N=N-1
return N
def Liste_nb_noyaux_restants (n,p) :
L=[]
M=n
while M>0.01*n:
L.append (M)
M=compte_noyaux_restants (M,p)
return L
n=40000
L=Liste_nb_noyaux_restants (n,0.1)
print (L)
m=1len (L)
plot (range(m), L, "r+")
show ()

3. a) La commande plot (range(m),L,"r+")
renvoie les points de coordonnées (i ; L[/]) pour i
allant de 0 a m-1.

b) La courbe obtenue avecn =40 000 etp = 1/10
représente une fonction de la forme x — ne® avec
a négatif.

40000
35000 1+
300001 4
250001
20000 1
15000
10000
5000

+++
+
+
+
+t
++++
++—++++‘+‘HH+"H+0—‘—L
0 LLLLlll

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

213



Livre du professeur - Maths Terminale Spécialité

B. Etude mathématique
On étudie la fonction t — N e™.

1. La dérivée est t — -AN e™ strictement négative
car A, N, et e sont strictement positifs. La fonc-
tion est donc strictement décroissante, sa courbe
a pour allure celle de la courbe vue en partie A.

2. a) Equation de la tangente
T,:y=-AN;t+ N, elle coupe (Ox) en t tel que

0= ANt + N, soit t = .
A
b) Est ce que N(57) <(1-0,99IN, ?

5
_ax2
OnaN(bt)= Nee  * =Ne® < 0,001N,. Affirmation
vraie.

ot =121 06935
A A

1 In2
=—X
A 3600

ln2
24 x 3600

1
=—X
A

j.Onabt=t,.
2
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C. La méthode de tatation du carbone 14

1.0na t, =¥=5570ans

2

année™',

dou A= 12
5 570
2. Nye™ =0,7N, soit :

_ln0,7 _ _[ln0,7] x 5570
A ln2

t= =~ 2866 ans.

n2
3.135e %0 =48
in| 28
135
3 n2
5570

=~ 8310 années.

(n2

4, ©735000 % —0 ~0,0128 de lordre de 1 % donc

la teneur n’est plus détectable.



