Terminale - Spécialité Math Cours

Primitives et Equations différentielles

Apres la découverte par Becquerel des rayons uraniques, Marie Curie choisit en
1897 comme sujet de theése |'étude des propriétés de ces rayons.
Elle découvre, aidée de Pierre, d'autres matieres radioactives que |'uranium : §

le polonium et le radium.

proportionnel a leur nombre a chaque instant, c’est a dire N'(£) = —aN(#), ol

N(#) est le nombre d'atomes a l'instant ¢ et a une constante positive.

En physique, on montre expérimentalement que les noyaux radioactifs « meurent sans vieillir ».

C'est Gamov qui le premier, en 1928, a expliqué ce phénomene a |'aide de la toute nouvelle mécanique
quantique.

On admet que I'équation différentielle de désintégration du polonium est y' = —0,0076y.

L'objectif est alors d'établir I'expression de la fonction N qui dépend du temps t, en année; puis de
déterminer la demi-vie du polonium, c’est a dire le temps au bout duquel il reste la moitié du nombre

d'atomes de polonium qu'il y avait initialement.

| Primitives d’une fonction continue

Définition : Primitive

Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle I.

Une primitive de f sur I est une fonction F définie et dérivable sur I telle que F' = f.

Exemple : Soit f:x— 2x définie sur R.
Alors Fo: x — x? est une primitive de f car Fy(x) =2x = f(x)
De méme, Fy:x— x*+1 est une primitive de f  car Fy(x) =2x = f(x)

On ne peut donc pas parler de /a primitive de f, mais d'une primitive de f.
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Théoréme : Existence des primitives (admis)

Toute fonction continue sur un intervalle I admet des primitives sur I.

Théoreme : Lien entre les primitives

Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle I et F une primitive de f sur L.

f admet une infinité de primitives Fy sur I de la forme Fy: x— F(x) + k, avec ke R.

Démonstration :

= On montre que les fonctions Fy sont bien des primitives de f sur 1 :
Pour tout xel et keR, Fj.(x) =F'(x) = f(x)

Donc Fy est bien une primitive de f sur I

= On montre ensuite que toute primitive de f sur | est forcément de la forme x— F(x) + k avec k€ R) :
Soit G une primitive de f sur L
Ainsi, G'= f=F et donc G -F' =0
Alors G—F est une fonction constante sur I

Donc, pour tout x €1, il existe un réel k tel que : G(x) -F(x) =k < G(x) =F(x) + k

. 3 2x-1
Exemple : On donne deux fonctions définies sur ] —1;+oo[ par f:x— ——— et F: x— :
—2ETIPTE - (x+1)2 x+1

1. Démontrer que F est une primitive de f sur ] —1;00][.

2. Montrer qu'il existe une unique primitive G de f sur | —1;00][ telle que G(0) =0.

1. Sur l'intervalle ] - 1;+o0l, le dénominateur des fonctions f et F ne s’annule pas car x+1>0. Il n'y

a donc pas de probléeme de définition ou de dérivabilité pour ces fonctions sur |'intervalle considéré.
! !

u
Comme F= = alors F' = avec u(x)=2x—-letvx)=x+let /(x)=2et V' (x)=1.

v V2
2x+1)-12x—-1) 3
(x+1)2 T (x+1)2 =1

Donc F est une primitive de f sur ] —1;+4o00]

D'ou F'(x) =

2. Toutes les primitives de f sont de la forme G(x) = F(x) + k ol k est une constante réelle. Il faut

donc calculer k de maniere a avoir G(0) = 0.

-1
OnaG0)=0 <o FO+k=0 <o T+k:0 o k=1

2x-1 2x—-1+x+1 3x
Alors G(x) = +1= =
x+1 x+1 x+1
3x
Donc il existe une unique primitive de f prenant la valeur 0 en 0 : G(x) = 1

Les expressions de F et de G different donc et il n'est pas toujours évident au premier coup d'oeil

de voir qu’elles ne different qu'a une constante pres.
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Il Calculs de primitives

Tableau de primitives

Propriété : Tableau des primitives usuelles

Fonction f définie par Une primitive F définie par Domaine de validité
fx)=k, keR F(x) = kx R
n 1 n+l
fx)=x",neN F(x)=——x R
n+1
1 B 1 1 ) _
f(x)—ﬁ,nel\l,nzz F(x)__n—lx”‘l ] —00;0[ ou ]0; 400
1
fx) == F(x) =1In(x) 10; +oo[
x
f) . F(x) =2vx 10; +oo[
X)=— X)=2vXx ; +00
VX
fx)=¢" F(x) =¢e* R
f(x) =cos(x) F(x) = sin(x) R
f(x) =sin(x) F(x) = —cos(x) R
Méthode 1 : Déterminer des primitives sur un intervalle donné
1. Commencer par identifier le type de la fonction f ainsi que le type de primitive.
2. Dériver ce type de primitive.
3. Ajuster les coefficients, en fonction du résultat précédent puis écrire les primitives.

Exemple : Déterminer les primitives de chacune des fonctions suivantes sur l'intervalle donné.
1. f(x) =x* sur R

3
2. glx)= sz sur R

6
3. hix)= — sur ] —00;0]
X
1
4. m(x)=— sur ]0;+o0o]
2x

5. n(x) =6sin(x) sur R

1
6. p(x) =— sur ]0;+oo[
2x
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1. Ona f(x)=x*sur R
Alors f est une fonction de degré 2, continue sur R, une primitive sera donc de degré 3.
Or (xa)/ =3x°.
1
On écrit alors f(x) = 3 x 3x°
. 1
et les primitives de f sur R sont définies par : F(x) = §x3 +k, keR.
3 3
2. 0nagx= 2 sur R
Alors g est une fonction de degré 3, continue sur R, une primitive sera donc de degré 4.
Or (x*)' = 4x°.
o 3 1
On écrit alors g(x) = 171" 4x

. 3
et les primitives de g sur R sont définies par : G(x) = 1—6x4 +k, keR.

3. Ona h(x):g3 sur ] —oo;0[
X

1
Alors h est du type —, continue sur ] —o0;0[, une primitive sera donc du type —.
X b
1Y 2
Or, (—2) :——3.
X X
1 6 -2 -2
On écrit alors h(x) =6x — = — x — = -3 x —
) x3 -2 X3 x3

.. 3
et les primitives de h sur ] —oo;0[ sont définies par : H(x) = —;+k, keR.

1
4. On a m(x) = — sur ]0;+oo]
2Xx
Alors m est du type —, continue sur ]0;+oo[, une primitive sera donc du type In(x).
X

Or, (In(x)) = l
X

L. 1
On écrit alors m(x) = — x —
2 X

In(x)

et les primitives de m sur ]0;+oo[ sont définies par : M(x) = > +k, keR.
5. On a n(x) =6sin(x) sur R

Alors n est de la forme sin(x), continue sur R, une primitive sera donc du type cos(x).

Or, cos'(x) = —sin(x).

Ainsi, les primitives de n sont définie sur R par : N(x) = —6cos(x) + k, k € R.

1
6. On a = — 0;+
p(x) ox sur | ool
1 . .
Alors p est du type = continue sur ]0;+oo[, une primitive sera donc du type In(x).

Or, (In(x)) = l
X

On écrit al (%) L
n ecrit alors X)=—X—
P 2 X

. 1
et les primitives de p sur 10;+oo[ sont définies par : P(x) = % +k,keR.
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Fonctions composées

Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle 1.

Propriété : Tableau des primitives sur les fonctions composées

Fonction Une primitive Domaine de validité
f=u+v F=u+v xel
1
f=uvu",neN = +1u”+1 xel
n
! 1 1
f:ﬁ’”e'\"”zz F:_n—lu”—l x el tel que u(x) #0
u/
f:; F=1In(u) x €l tel que u(x)>0
u/
f:T F=2Vu x €l tel que u(x)>0
u
f=u'e" F=¢e" xel

Méthode 2 : Déterminer des primitives de fonctions composées sur un intervalle donné

1. Commencer par identifier le type de f, la fonction u, ainsi que le type de primitive.
2. Dériver ce type de primitive.

3. Ajuster les coefficients, en fonction du résultat précédent puis écrire les primitives.

Exemple :

Déterminer les primitives de chacune des fonctions suivantes sur |'intervalle donné.

1 fx)=@x-1° sur R 4 mix) = +xe® sur]— 1; +oo|
x+1
X
2. g(x):xz_1 sur ]1;+oo] 5. p(x):xz_1 sur ]1;+oo
1 1
3. h(x)=——= surI=|—;+00
2x—-1)2 2

1. Ona f(x)=2x—-1)°sur R

3 4

Alors f est du type u'u® avec u:x— 2x—1 définie sur R, une primitive sera donc du type u".

Or, (1) (x) =4 x u'(x) x ud(x) = 8(2x— 1)°.
On écrit alors f(x) = % x8(2x—1)°3

. 1
et les primitives de f sur R sont définies par : F(x) = §(2x— D*+k keR.

2. Onagx)=

X 1 ,

u 5 o
Alors g est du type — avec u:x— x“—1, u(x) >0 sur ]1;+oo[, une primitive sera donc du type
u
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In(uw).
poo ux) o 2x
Or, (In(w)" (x) = o - e T
On écrit alors g(x) = 1 X 2x
EW =52

. 1
et les primitives de g sur ]1;+oo[ sont définies par : G(x) = Eln(xz— D+k keR.

1 1
3.0nah(x)=——— surl=|=;+4+00
(2x—1)2 2

!

u — 1
Alors h est du type — avec u:x—2x—1, u(x) #0 sur I, une primitive sera donc du type —.
u u

74 2
Or, (5) (0= Cw2(x) _(2x—21)2'

On écrit alors h(x) = —= X ——
2 (2x-1)2
. 1
et les primitives de h sur I sont définies par : H(x) = ———— + k, ke R.
2(2x-1)
4. On a m(x) = —— +xe* sur ] 1;+ool
. Onamx) = xe* sur]—1;4+00
vx+1
u . o
Alors m est la somme de deux fonctions, |'une de la forme T avec u: x— x+1, définie et positive
u

sur ] — 1;+oo[, 'autre de la forme v'e’ avec v: x — x> définie sur | — 1;+ool.

En effet, on a

- (Vi) =

u'(x) 1
2vVu(lx) 2vx+1

s (@) () =V ("™ =2xe" |

. 1
Ainsi, les primitives de m sur ] —1;+oo[ sont définies par : M(x) =2vx+1+ Eexz +k keR

5. On a p(x) =

sur ]1;+o00
21 ,] [

u 9 .

Alors p est du type — avec u:x— x“—1, u(x) >0 sur ]1;+oo[, une primitive sera donc du type
u

In(uw).

!
Or. (In(w)’ (x) = L = 2%

u(x) T X1

On écrit alors p(x) = x —2%
n ecrit alors X)=— X —
p 2 x2-1

. 1
et les primitives de p sur 11;+o0o[ sont définies par : P(x) = Eln(xz— D+ k keR.
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Primitives et conditions initiales

Propriété : Condition d’unicité de la primitive

Soient xp €1 et yy deux réels donnés.
Parmi toutes les primitives d'une fonction f définie et continue sur I,

il en existe une seule qui vérifie la condition F(xg) = yp.

Démonstration :

1. Existence : soit G une primitive de f sur I et considérons F: x — G(x) — G(xg) + yo, définie sur I.

Alors F est aussi une primitive de f sur I et de plus, F(xg) = yo.

2. Unicité : notons F et G deux primitives de f sur I telles que F(xg) = Glxp) = yo
et démontrons que F(x) = G(x) pour tout x€l.
Comme F et G sont deux primitives de f, il existe un réel k tel que, pour tout x €1, F(x) = G(x) + k.

En particulier, pour x = x, on obtient k=0 et par conséquent F =G sur 1.

Exemple : Soit la fonction f définie sur R par : f(x) =2e*—5x+ 1. Déterminer la primitive de f qui prend la

valeur 2e en 1.

Ona f(x)=2e*-5x+1

. — 5
Alors f est continue sur R, une primitive sera donc de la forme Fi(x) = 2e* — =x* + x + k avec k€ R

5 3 3
Comme F(1)=2e < 2e1—5x12+1+k:2e < 26—5+k:26 o kZE

5 3
Donc la primitive de f qui prend la valeur 2e en 1 est F(x) = 2e* - Exz + X+ >
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Il  Equations différentielles

Définition : Equations différentielles

= Une équation différentielle est une égalité liant une fonction inconnue y de la variable x, ses dérivées

successives ', ¥, ... et éventuellement d’autres fonctions (constantes, f,....)
= On appelle solution d'une équation différentielle toute fonction dérivable vérifiant I'égalité.

» Résoudre une équation différentielle, c'est trouver toutes les fonctions solutions vérifiant I'égalité.

Exemple : Prouver que la fonction f définie sur R par f(x) =3e **+x*+1 est solution de I'équation différentielle

Y 42y =2x"+2x+2.

Ona f(x) =3¢ > +x*+1
Et la fonction f est dérivable sur R est f'(x) = —6e 2" +2x

De plus f'(x) +2f(x) = —6e > +2x+2(3e * +x* +1) = —6e > + 62 +2x* +2x+2 =2X* +2x+2

Donc la fonction f est bien une solution de I'équation différentielle y'+2y = 2x +2x + 2.
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Equation différentielle y' = ay avec a un réels non nul

Théoreme : Equation différentielle linéaire du premier ordre a coefficients constants

Les équations différentielles de la forme y' = ay ol a est un réel non nul ont pour solutions :

les fonctions x — Ke®*, avec K réel.

Démonstration : Soit a € R

1. Existence : Soit ke R
Soit fi définie sur R par fi(x) = ke®*
Alors f est définie, continue et dérivable sur R Pour tout xR, f(x) = ax ke®™ = ax fi(x)

Donc fi est bien une solution de I'équation différentielle y' = ay

2. Unicité de la forme : Démontrons que les fonctions fi sont les seules solutions de I'équation différentielle

y' =ay.
Soit g une fonction dérivable sur R et solution de I'équation différentielle y' = ay, d’ot g'(x) = ag(x)
: : e €3]
Soit la fonction @ définie sur R par ®(x) = —.
e

La fonction @ est définie, continue et dérivable sur R.

g/(x)e(lx _ aeaxg(x)
(eax)z

B ag(x)e™ —ag(x)e™

- (e4%)2

Pour tout xeR: @'(x)=

car g'(x) = ag(x)

=0

Ainsi la fonction ® est constante sur R.
g(x)

eax

C'est a dire, qu'il existe k € R, tel que pour tout xeR, ®(x) =k =
D'ou g(x) = ke?*

Donc toutes les solutions de I'équation différentielle y' = ay sont de la forme fi.(x) = ke®*.

Remarque : Pour xo et yy deux réels donnés, il existe une unique fonction f solution de I'équation différentielle

y' = ay prenant la valeur yg en xp, c'est-a-dire vérifiant la « condition initiale » f(xo) = yo.
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Allure des courbes des fonctions x — Ke** avec K€ R

Exemples de I'allure des courbes des fonctions x — Ke“* en fonction du signe K et de a

avec K>0et a>0 avec K>0et a<0 avec K<0eta>0 avec K<0et a<0

A/ \A A A

'/ > \P \ > /

Exemple : On considére I'équation différentielle 3y’ +5y =0.
1. Déterminer la solution générale de cette équation.

2. Déterminer I'unique solution telle que y(1) = 2.

-5
1. On a I'équation différentielle 3y +5y=0 < ' = 3
-5

Donc I'ensemble des solutions sont les fonctions x— Ke 3  avec keR

2. On cherche la fonction tel que f(1) =2
-5 5

—x1

2 —
Alors f(1)=2 © Ke3 =2 & K=—— <o K=2e3

5 -5 5
. - —X —(1-x)
D'ou f(x)=2e3 xe 3 =2e3

—(1-x)
Donc |la fonction f cherchée est f(x)=2e3
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Equation différentielle y' = ay+ b avec a un réel non nul et b un réel

Théoréme : Equation différentielle y' = ay+b avec a un réel non nul et b un réel

Les équations différentielles de la forme y' = ay+b ol a est un réel non nul et b un réel ont pour solutions

. b
les fonctions x — Ke®* — —, avec KeR.
a

Démonstration : dans le manuel page 210

Remarque 1 : La fonction constante x— —— est une solution particuliére de I'équation y' = ay + b.
—_— a

Vérification : On pose f(x) = —g alors  f'(x)=0

-b
Alors ay+b=ax —+b=-b+b=0
a

Donc la fonction f vérifie bien I'équation différentielle y' = ay + b.

Remarque 2 : Pour xq et yp deux réels donnés, il existe une unique fonction f solution de I'équation différentielle

¥y =ay+ b prenant la valeur yy en xq, c’est-a-dire vérifiant la « condition initiale » f(xo) = yo.

Exemple : On considére I'équation différentielle (E) : y' =5y +2.
1. Déterminer la solution particuliére constante de cette équation (E).
2. Déterminer la forme générale des solutions de I'équation (E).
3. Déterminer la solution g de (E) tel que g(0) =1.

4. Déterminer la solution h de (E) tel que la courbe représentative Cj, dans un repére orthonormé admet

une tangente au point d'abscisse 0 de coefficient directeur 2.

1. On a I'équation différentielle y' =5y +2
Alors la fonction constante x— —= est une solution particuliére de I'équation y' =5y +2
5
2. On en déduit la forme générale des solutions de I'équation : x — Ke>* — = avec KeR

3. On cherche la fonction g tel que g(0) =1
5x0 2 2 7
Alors g(0)=1 < Ke —3:1 = K:1+§ = KZE

7
Donc |la fonction g cherchée est g(x) = geSX— —

5

4. On cherche la fonction h tel que h'(0) =2
2
On a h(x) =Ke** - : et h'(x) =5Ke*

2
Alors W'(0)=2 < 5Ke®°=2 o 5K=2 o K:g

2 2
Donc |la fonction h cherchée est h(x) = gesx+ =
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Equation différentielle y' = ay + ¢ avec ¢ une fonction

Théoréme : Equation différentielle y' = ay + ¢

Soit a un réel et P une fonction définie sur un intervalle I.

Etant donnée une solution particuliere P de I'équation différentielle y' = ay + ¢, les solutions de cette

équation sont les fonctions de la forme x — Ke®* +P(x), avec Ke R.

Méthode :

» Trouver ou vérifier qu'une fonction P est solution de I'équation différentielle y' = ay + ¢

» Appliquer la propriété suivante : f est solution de ' =ay+¢ <  f—P est une solution de y' = ay

Exemple : On considére I'équation différentielle 2y’ +3y =6x+1 .

1. Démontrer que la fonction P définie sur R par P(x) =2x—1 est solution de I'équation.

2. Montrer que f est solution de 2y’ +3y=6x+1 <  f—P est une solution de 2y’ +3y =0

3. En déduire la forme générale de toutes les solutions de I'équation.

OnaPx)=2x-1

Alors la fonction P est dérivable et P'(x) =2

1. Vérifions que P définie sur R par P(x) = 2x—1 est solution de I'équation 2y’ +3y=6x+1

Dot 2P’ (x) +3P(x) =2%x2+3x(2x—1)=4+6x-3=6x+1

Donc | P est une solution de I'équation 2y’ +3y =6x+1

2. On a f est solution de 2y’ +3y=6x+1 <

¢ ¢ ¢

¢

3. On a f est solution de 2y’ +3y =6x+1

—-——X
On en déduit la forme générale des solutions de I'équation : | x—Ke 2 +2x—1 avec KER

2f'+3f=6x+1

2f"+3f=2P'+3P
2f'=2P'+3f-3P=0
2(f'-PH+3(f-P)=0

f —P est une solution de 2y’ +3y =0

f —P est une solution de 2y’ +3y =0

3
f —P est une solution de y' = —5Y
3

—-——X
f—P est de la forme x—Ke 2 ou K est un réel

3
—-——X
f:x—Ke 2 +P(x) ou K est un réel

3
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