Livre du professeur - Maths Terminale Spécialité

(o '\ Suites et récurrence Manuel p. 12-47

l. Introduction

Commentaires pédagogiques

Dans ce chapitre, nous verrons le raisonnement par récurrence, et nous consoliderons et enrichirons
les connaissances sur les suites vues en classe de Premieére.

Dans un premier temps, nous présenterons le raisonnement par récurrence.

Puis dans un deuxiéme temps, nous étudierons la notion de limite d’une suite. Nous verrons une défi-
nition plus formelle que celle vue en classe de Premiere, puis nous verrons différentes méthodes pour
déterminer la limite d'une suite : opérations sur les limites, théoreme de comparaison, théoréme des
gendarmes...

Enfin dans un dernier temps nous étudierons quelques cas particuliers de suites : les suites géomé-
triques et les suites monotones.

Objectifs

- Démontrer une propriété par récurrence.
- Comprendre et utiliser la définition de limite d'une suite.

= Déterminer la limite d’une suite en utilisant les opérations sur les limites ou en levant une
forme indéterminée.

= Déterminer la limite d'une suite en utilisant le théoréme de comparaison ou le théoréme des
gendarmes.

= Déterminer la limite d’une suite géométrique.
- Etudier la convergence d’une suite monotone.
- Etudier la convergence d’'une suite.

- Etudier des phénomeénes d’évolution.

Il. Corrigés 3. Représenter graphiquement une suite
1. y

10
z
1. Calculer les termes d'une suite définie 7
par une forme explicite 6
u,=3"-1=0 5
w=3-1=242 yA

3

2. Calculer les termes d’'une suite définie 2
par une relation de récurrence 1
v,=3 X
v,=2v,-1=2x3-1=5 2-19 123 4
v,=2v,-1=2x5-1=9 2

V,=2v,-1=2x9-1=17
2.v,=3;v,=-2;v,=1;v,=5;v,=-2
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4. Etudier les variations d’'une suite

a) Pour toutn €N,
u,-u=I[n+1?-8-(n?-8)
=n’+2n+1-8-n?+8

=2n+1

,—u >0.

Donc la suite (un] est strictement croissante.
b) Pour toutn €N, v >0

Doncu
n+

2n+1
_n n+1 n-1
Vo _ 30 2 32
v, 2 3 2 3
3n—1

Donc la suite (v ) est strictement décroissante.

5. Modéliser avec une suite

1.1500 x ’I—ﬂ +500=1550
100

Doncilyaura 1550 éleves inscrits le 1°" septembre
2021.

2.Soitu_ lenombred'élevesinscrits le 1°"septembre
2020 + n.

u, = 1500 et pour toutn €N,

u.,=1- 30 u, +500=0,7u_+500
100

6. Utiliser les suites arithmétiques
et géométriques
1. a) Pour toutn €N, u

Donc (u) est une suite arithmétique de raison
r=-3.

Donc pour toutn € N, u=u,+nxr

=u +(-3).

n+1

Doncu,=5-3n
blu,=5-3x10=-25
2.a) PourtoutneN, v __

Donc [v) est une suite géométrique de raison
qg=2.

=2XvV
n

Pourtoutn €N, v =v, x g™
Doncv, =3 x2""
b) v,,=3x2'"1=1536

Activités p. 14-15

1 Introduire le raisonnement
par récurrence
¢ Durée estimée : 30 min

¢ Objectif : Introduire le raisonnement par récur-
rence a l'aide d'un exemple concret.

1.2000 1—£ +200=2000
100

Donc en 2021, il y aura 2 000 films sur la plate-
forme.

2000 1—£ +200=2000
100

Donc en 2022, il y aura 2 000 films sur la plate-
forme.

2.D’apres laquestion 1., on peut croire cette publi-
cité, et penser qu’il y aura toujours 2 000 films sur
la plateforme.

3.a) u,=2000; u, = 2000
b) Pour toutn €N,

Ui =u|1- 22 |4 200= 09y +200
100

c) On conjecture que pour toutn € N, u, =2 000
4.a) P, : «u,=2000» Donc P, est vraie.

b) Soit n € N. On suppose que u, = 2 000.
=0,9xu +200
,=0,9x2000+200=2000

Donc P, estvraie.

c) Pour toutn € N, u, =2 000.

Donc en 2050, il y aura 2 000 films a la disposition
des clients.

Oru
n+1

Doncu
n+

2 Introduire la définition de limite

d’une suite

e Durée estimée : 20 min

e Objectif : Introduire la définition de limite d'une
suite (suite ayant pour limite un nombre réel, suite
ayant pour limite Uinfini).

A. Etude de la suite (u ) définie pour toutn € N
paru_=n?

1.u,=0;u,=107=100

u,,,= 1002=10 000

On conjecture que limu, = -
n—+%
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2.a)n?>100=n>10carn=0.
Il faut donc choisir N=11.

b) n2> 1 000< n > /1000 car n = 0.
Il faut donc choisir N = 32.

c]n2>A<:>n>\/anrn>0.

[Lfaut donc choisir le plus petit entier naturel N tel
que N > \/Z

B. Etude de la suite (v ) définie pour tout n € N*

1
parv, =1+—
n

1 1
T.v,=1+-=2;v, =1+ —=11
1 1 10 "'10

vm=1+%=1,01

2. On conjecture que limv, = 1.

n—+%

3.a) vnE]U,9;1,1[4:>0,9<’I+1>1,1
n

1
& -01<-<0,1
n
< n > 10 car la fonction
inverse est strictement décroissante sur ]0 ; +oo[

etl > (. Il faut donc choisir N =11.
n

blv €10,99 1,010 0,99 <1+ <101
n

<=-001< 1 < 0,01
n

< n > 100 car la fonction
inverse est strictement décroissante sur ]0 ; +oo[

1
et—>0. Il faut donc choisir N = 101.
n

c) [ERRATUM] La premiére édition du manuel
comporte une erreur : v, € [1 - 10%; 1 + 104]. Les
éditions suivantes sont corrigées et utilisent
v.€[1-10%;1+10".

Soitke N, v €11-10"%; 1+ 107

110 <1+ 1 <1410+ e-10+ <+ <10
n n

& n >10 car la fonction inverse est strictement
. 1
décroissante sur ]0 ; +oof et — > 0.
n
Il faut donc choisir N = 10 + 1.

3 Découvrir les propriétés des limites

e Durée estimée : 20 min

e Objectif : Découvrir des propriétés sur les
limites (théoréme de comparaison et théoréme
des gendarmes) a l'aide d'une approche graphique.

A. Théoréme de comparaison

1. limu, =+

n—+%

2. On conjecture que limv, =+

n—s+o

B. Théoréme des gendarmes
_= o

1.W1 —1;WZ — Wy = ;

2 2 3 3

Donc—lsﬂslcarn>0. Donc—lﬁwnsl.

n 1 n n n
3. La suite (—NJ est représentée par des x, la suite
n

[_l] par des +, et la suite (w ) par des

n
y
1 x

X x x x x
Uj[ié’ktﬁt

X

-1

4. liml=0et lim —l=0

n—+® n—+x n

5. On conjecture que limw, =0.

I

4 Etudier des suites monotones

¢ Durée estimée : 25 min

e Objectif : Etudier des suites monotones, et
conjecturer ou déterminer leur convergence.

1. Julie a tort : il suffit de construire une suite
comme celle représentée ci-dessous, qui est
strictement croissante et converge vers 4.

Y

-+
++++
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2. a) Pour tout n € N,

n+l-n_ 1
nin+10 nln+1
,—u >0.
Donc la suite (u ) est strictement croissante.
1

b) Pour tout n € N*, — > 0.
n

Doncu
n+

1
Donc 4 -—<4.Doncu <4,
n

1 1
cdu=4--=3;u,=4-—=39
1 ,l 10 10

1

U100 =4_ﬁ=3'99

On conjecture que limu, = 4.

n—s+o

3. a) Pour toutn € N,
v, -v =[n+1)?2-n?

=n’+2n+1-n?
=2n+1
Doncv ,-v >0.
Donc la suite (v) est strictement croissante.
blv >Ae=n?>A
Acarn=0.
Donc n, est le plus petit entier naturel strictement
supérieur a \/Z

Donc n0=E[\/Z]+1, ou Elx) désigne la partie
entiere de x.

&Sn>

c) D'aprés la question b), on en déduit que
limyv, = +o.

n—+%

3. a) Pour toutn € N,

w,, -w =-1+05""-(-1+0,5")
=0,5"x(0,5-1]
=-0,5x0,5"

-w <0

Donc la suite (w ) est strictement décroissante.

b) Pour toutn € N, 0,5" > 0.

Donc-1+0,5">-1.Doncw > -1

A w,=-1+0,5%0

w,, =-1+05=0,999

Wy =—1+05% =1

On conjecture que limw, =-1.

n—+0

Donc w

n+1

A vous de jouer p. 17-27

1. Pour tout n € N, on considére la propriété

_nln+1(2n+1)

—f»_

Initialisation : pourn=1,5 =12=1et

Ix(1+)x2x1+1
6

P(n): «S,

1.

Ix(1+Nx2x1+17)

6
Donc la propriété est vraie pour n=1.

Donc S, =

Hérédité : soit n € N". Supposons que P(n) est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.

Sn+1 =Sn+ [n+ 1]2

_ nln+1(2n+1) e+ 12

) nln+0(2n + 1) + 6(n + 12

6
(n+1 n2n+1+6ln+1)
) 6
_(n+1(2n% +7n + 6)
) 6
or (n+0n+2020Nnh+1+1 _ (n+1(n+22n+3)
6 6
_(n+1)(2n% +7n + 6)
) 6

(n+0n+202h+1+1

6
donc P(n + 1) est vraie.

doncS,,, =

Conclusion : pour tout n € N', P(n) est vraie.
nln+10(2n +1)

Donc pourtoutn €N, S, = <

2. Pour tout n € N, on considére la propriété

2 2
Pln) : s, =" (n+1) ,

7 x((1+ 17
et—— =

Initialisation: pourn=1,5 =1°=1 1

7 x(1+1)?
Donc S, = &
Donc la propriété est vraie pour n = 1.
Hérédité : soit n € N'. Supposons que P(n) est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.
Sn+‘| = Sn+ [n + 1]3

2 2
=n[n+1] el
4
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_ (n + M2(n? + 4ln + 1)

4
_(n+1?(n? + 4n + 4)

4
_ (n+12(n+2P

A
Donc P(n + 1) est vraie.

Conclusion : pour tout n € N*, P(n] est vraie.

2 2
Donc pourtoutn €N, S, = M

3. Pour tout n € N, on considére la propriété P(n) :
«u, < u, ., »

Initialisation : pour n =0, u = -3 et
u=2u+7=2x(-3]+7=1.

Doncu, <u,.

Donc la propriété est vraie pour n=0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n] est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.
Onau <u,_,.
Donc2u < 2u_,.
Donc2u +7 <2u_ ,+7.
<u ..
n+2

Donc P(n + 1) est vraie.

Doncu, ,
Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie.
Donc pour toutn € N, u<u,.
Donc la suite (un] est strictement croissante.

4. Pour tout n € N, on considere la propriété P(n) :
«0<u ,<u »

Initialisation : pour n =0, u; =10 et

Uy =+/3uy +7 =\/§. Donc 0 <wu, <u,.

Donc la propriété est vraie pour n=0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n] est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.

Onal<u, <u,.
Donc 0 <3u,, <3u,.
Donc7 <3u,, +7<3u +7.

1

1

Donc \/3uM +7 < \/3un +7 car la fonction racine
carrée est strictement croissante sur [0 ; +oo[.

Doncu ,<u,

2 1°
Donc Pln + 1) est vraie.

Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie.
Donc pourtoutn €N, u , <u .
Donc la suite (u ) est strictement décroissante.

S5.alu >Aen-4>Asn>\A+4
Posons ny = E(\JA+ 4] + 1.
Pour tout entiernzno, un>A.

b) Donc limu, =+,

n—+%

6. 1. On conjecture que limu, = —c°.

n—+%
2.

n=0

u=-1

while u>=-10000:
u=3*u+l
n=n+l

print(n)

3. A laide de la calculatrice, on trouve que cet
entier est 10.

7. 1. Pour tous réels positifs a et b.

5—a<vn<5+b(:)5—a<5+1<5+b
n

(:)—a<1<b <:>n>l (si b = 0) carl>0 et la

n b n
fonction inverse est strictement décroissante sur

10; +oo[. Donc ny = E[%J+ 1.

2. On en déduit donc que limv, =5.

n—+%

8. 1. On conjecture que limv, = +x.

n—>+o

2.| n=o0

v=-1

while v<=10000 :
v=2*v+7
n=n+l

print(n)

3. A laide de la calculatrice, on trouve que cet
entier est 11.

9.a) limn? =+m,limn =+ et lim-5=-5.

n—+® n—+ n—+

Donc limu, =+ (par somme).

nN—>+%

b) lim n? =+, lim /n = +o et lim 2= 2.

n—s>+o n—>+ n—+%°



Chapitre 1: Suites et récurrence

Donc limyv, =+ (par produit et somme).

n—+®

c)limn=+olim2=2et lim-5=-5.

n—+o n—>+o n—>+o

Donc lim 2n - 5 = +o (par produit et somme).

n—+%

. 1
Donc lim c" 0 (par quotient).

n—+% 2/7 -

Donc limw, =0 (par produit).

n—+o

o
10.a) im—=0,lim-10=-10

n—+© n n—+%

n—+% n2

Donc lim(i —10} =-10 (par somme).

b) limi=0,liml=0

n~>+oo\/; n—+x n

Donc lim i><1 =0 (par produit).
N

n—>+%

c)lim3=3,lim1=1et liml=0.

n—+% n—+o n—+x

Donc lim 1+ 1. 1(par somme).

n—+% n

Donc lim 3 =3 (par quotient].
n—+ 1+_
n

11.a) lim-n® = - et lim 2n? =+,

n—+0 n—+%

Donc on a une forme indéterminée du type « —oo+o0 »,

Pour toutn €N, u =n?(-n +2).

Or limn? =+o0,lim-n+2= -0,

n—+0 n—+%

Donc limu, = - (par produit].
b) imn? =+xet lim3n=+xet lim1=1.

n—+ n—+® n—+»

Donc on a une forme indéterminée du type « +00—00 »,

Pour tout n € N, v, = n? 1_§+i
n n?

or limn? =+00,lim§=0et limi=0.

n—+w n—+x N—+00 nZ

Donc lim(1 - § + i} =1.
n—+% n n?

Donc limv, = +% (par produit).

n—>+%

nx[3+1] 3+l

12. a) Pour toutn € N', u, = n)__n

1 5 2 5_2

Or lim—==0 nx s -
n—+» n

donc limu, = §
5

n—+%°

b) Pour tout entier n = 2,
nx(2) 2

v, = = .
nzx[i—1j nx[i—1]
n? n?

o
Or llm—2=0. Donc limi—1=—1.

n—+x n nN—+o0 n2

Donc limnx[iz—‘ljz—oo.

n—+% n

Dong, limv, =0.

13.1. PourtoutneN, -1 < (-1) =< 1.
Doncn?’-5=<u <n?+5.

Doncu, =n*-5.

2. limn?-5=+»

n—+o

D’apres le théoreme de comparaison, limu, = +o.

14.1. Pourtoutn €N, -1 < cos(2n) < 1.
Donc—\/;—1$vns— n+1.

Doncv, s—\/;+1.

2. lim - +1=-o

n—s+o

D’apres le théoréme de comparaison, limv, = -oo.

n—>+o

15. Pourtoutn € N, -1 < sin(n) < 1.

Donc—5—l$uns—5+1.
n n

Or lim l =0. Donc:

n—+x
. 1T . 1
lim-5-—-lim-5+—-=-5.
n—+o n n—+o n

D’aprées le théoreme des gendarmes, limu, = -5.

n—+%

16.Pourtoutn €N, -1 < (-1 < 1.
5

T

Donc42—i<vns42+

=
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Or limi=0. Donc :

n—s+o \/;

lim 42 - > = lim42+i=42.

n—+o \/; n—+w \/;

D’apres le théoréeme des gendarmes, limv, = 42.

n—>+w

17.a) 4 > 1, donc lim 4" = +e. Donc limu, =0.

n—+0o n—+%

b) 7 > 1, donc lim 7" = +e. Donc limu, = -.

n—+0 n—+%

18. a) Pour toutn €N, u =3x5",

5> 1, donc lim5" =+o. Donc limu, = +0.

n—+o% n—+%

b) Pour toutn € N, u =7 x0,2" et
-1<0,2<1,donc lim0,2" =0.

n—+%

Donc limu, =0.

n—>+%©

19. 1. Pour tout n € N, u, - 2= 2222 _5
n+4
_2n-2-2n+4)
- n+4
-0
Cn+k

Doncu -2 <0.Doncu, <2
Donc (u ) est majorée par 2.

2. Pour toutn € N,

_2An+N0-2 2n-2 _2n  2n-2
Cn+l+4 ) n+h n+b
_2nx(n+4)-(2n-2)[n+5)

n+1

n+4

(n+5)(n + 4)
10
(0 +5)n+4)
doncu_,-u_>0.Donc lasuite (u ) est strictement
croissante.

3. La suite (u ) est croissante majorée. Donc elle
converge.

20. 1. Pour toutn €N, n2 = 0.
Doncn?+4 = 4. Doncv, = 4.

Donc (v} est minorée par 4.

2. Pour toutn € N,
v.-v=[n+12+4-(n?+4)=2n+1

n+

10

doncv . -v >0.Donc la suite [vn] est strictement
croissante.

3. La suite (v ) est croissante et minorée.

On ne peut pas appliquer le théoréme de conver-
gence des suites monotones. Il faudrait avoir une
suite croissante majorée, ou décroissante mino-
rée.

21.1. Pourtoutne€N,u ,-u =2n+5>0.
Donc la suite (u ) est strictement croissante.

2. Pour tout n € N, on considére la propriété
Pln):«u=n+1».

Initialisation : pour n=0, u, =4, doncu, =0+ 1.
Donc la propriété est vraie pour n = 0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n) est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.

Onau _.=u +2n+5.
n+ n

1

Doncu ,=n+1+2n+35
,=n+2car2n+4>0

donc Pln + 1) est vraie.

1
doncu
n+

Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie.
Donc pour toutn € N, u=n+ 1.
3. limn+1=+w

D’apres le théoréeme de comparaison, limu, = +co.
bouy =4 o

U =u,+2x0+5=9

U,=u,+2x1+5=16

On conjecture que u, = (n + 2)2

5. Pour tout n € N, on considére la propriété

P(n) : « u = (n + 2)2 ».

Initialisation : pour n =0, u, = 4, donc u, = (0 + 2)2.
Donc la propriété est vraie pour n = 0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n) est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.

Onau, ,=u +2n+05.

Doncu ,=[n+2)2+2n+5.
Doncu, ,=n’+6n+9.

Doncu, ,=(n+3)2=(n+1+2)2

Donc Pln + 1) est vraie.
Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie.
Donc pour toutn €N, u_=(n +2)%
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22. 1. Pour tout n € N, on consideére la propriété
P(n) : «u, =+/n ».

Initialisation : pour n = 0, u, = 0, donc u, = 0.
Donc la propriété est vraie pour n=0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n] est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.

Onau, 2\/;. Doncu? =n.

Doncu?+1=n+1.

Donc y/u? +1=4/n + 1 car la fonction racine carrée

est strictement croissante sur [0 ; +oof.

Doncu,,,=n+1.

Donc Pln + 1) est vraie.
Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie.

Donc pour toutn € N, u, = \/;

2. lim/n = +o0

n—+o
D’aprés le théoréme de comparaison, limu, =+,

n—+%
3.u,=0

Uy =402 +1=1
b= 112

On conjecture que u, = \/;
4. Pour tout n € N, on considére la propriété

Pln) : «u, = \/; ».
Initialisation : pour n =0, u, =0, doncuy, = \/6
Donc la propriété est vraie pour n=0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n) est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.

Onau,, =4u?+1.Doncu,,, = \l[\/;]Z +1.

Doncu,,, =+/n+1. Donc Pln + 1] est vraie.
Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie.

Donc pour toutn € N, u, = \/;

23.1.u,=500
u, = 500 x 0,8 + 200 = 600

2. On prévoit que chaque année, 80 % des abon-
né-e-s renouvelleront leur abonnement et 200 nou-
velles personnes s'abonneront.

,=0,8u_+200.
3. Pour tout n € N, on considére la propriété
Pln):«u <u_, <1000 ».

Donc pour toutn € N, u.

Initialisation : pour n =0, u, =500 et u, = 600. Donc
u, < u, < 1000.
Donc la propriété est vraie pour n = 0.

Hérédité : Soit n € N. Supposons que P(n) est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.

Onau <u, 6 <1000

0,8u, +200=0,8u,,+200=<0,8x1000+200
doncu , <u_ ,=<1000.

Donc Pln + 1) est vraie.

Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie.

Donc pour toutn € N, usu s 1 000.

4. La suite (u ) est croissante et majorée, donc elle
est convergente.

Soit € sa limite.

€=0,8¢+200< 0,2¢ =200« ¢=1000

Donc limu, =1000.

n—s+o

24.1.u,=(1000-10)x |1+~ |=1 0098
100

2. Chaque année, la banque lui préléve 10 € en
juin mais en décembre elle lui verse 2 % de la
somme disponible sur le compte.

Donc pour toutn € N,

u,.,=[u, -10)x 1+i
100

= {u - 10)x 1,02
= 1,020 - 10,2
3. a) Pour toutn € N,
Voq=U,, =510
=1,020 - 10,2 - 510
= 1,020 -520,2
=1,02[un w]
1,02
=1,02(u, - 510)
= 1,02v

Donc (v ) est une suite géométrique de raison 1,02
et de premier terme v, = u, - 510 = 490.

b) Pour tout n €N, v =490x 1,02
orv =u -510. Doncu, =v +510.
Doncu, =490 % 1,02" + 510.

¢) 1,02 > 1 donc lim 1,02 = +oo,

n—+o

Donc limu, = +o°.

n—>+%

11



Livre du professeur - Maths Terminale Spécialité

Exercices apprendre
a démontrer

Pour s’entrainer

Soit A > 0. La suite (u ) n'est pas minorée.

Donc pour tout réel m, il existe un entier p tel que
u,<m.

Donc il existe un entier naturel p tel que u, < -A.
Or la suite (u ) est décroissante.
Donc pour tout entiern=p, u < u,
Donc pour tout entiern =p, u, < u, < -A
Doncu, < -A, soitu, € ]-o; -Al

Donc par définition, limu, = —c.

n—+o

Exercices calculs
et automatismes

25. Calculer les termes d’une suite
1.a)u,=3x0-5=-5
blu,=3x10-5=25

2.v,=3

V,=2xVv,-1=2x3-1=5
V,=2xv,-1=2x5-1=9

26. Calculer les termes d’une suite géométrique
alu =ux2=3x2=6
blu,=u x2"=3x2"=48
27. Calculer les termes d’une suite arithmétique
alu,=u, +(-5)=4-5=-1
blu, =u, +(11-1)x(-5)=4 - 10x5 = -46
28. Déterminer la raison d’une suite géométrique
u,=u,xg"t
Donc 48 =3 x @2,
48
q2=?=16etq>0, donc g = 4.
29. Déterminer la raison d’une suite arithmétique

u,=u, +rx(7-4)
Donc 18 =3 + 3r. Donc 3r=15. Donc r=5.

30. Donner des exemples de suites
alu =n

b]un=—2+1
n

12

cu =-n?
du =(-1)

31. Limites de suites
1. a)
2. ¢
3.Db)

32. Limite de suites géométriques
a)Faux 10> 1et-1<0, doncelle a pour limite -,
b) Vraicar2>1et1>0.

c) Faux 0 < % <1, donc elle a pour limite 0.

d)Vrai0<0,25 < 1.

33. Lecture graphique (1)
alu,=3;u,=-1;u,=2;u,=3

b) On peut dire que la suite (u ) n'a pas de limite
quand n tend vers +x,

34, Lecture graphique (2)
1. ¢
2.b)

35. Méthode pour déterminer Uexpression d’une
suite

Il faut d’abord déterminer si (u) est une suite
arithmétique ou une suite géométique.

Ici (u ) est une suite géométrique caru_, =g xu
n n+1 n

1
avecq=—.
i 4
Il faut donc appliquer la formule du cours pour

une suite géomeétrique : u, X g" si on nous donne
Uy, OU U, X g"* si on nous donne un autre terme.

Ici on nous donne u,, donc pour tout entier natu-

reln,un=u0xq"=4x[%] .

36. Méthode pour démontrer une propriété par
récurrence

Pour démontrer par récurrence une propriété P(n)
pour tout entier naturel n = n,, il faut procéder en
trois étapes.

Initialisation : on montre que P(n) est vraie.
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Hérédité : Soit n un entier naturel tel que n = n,.
On suppose que P(n) est vraie, et on montre que
P(n + 1) est vraie.

Conclusion : On en déduit que P(n) est vraie pour
tout entier naturel n = n,.

Exercices d'application p. 30-32

Démontrer par récurrence

37. Soit x un réel quelconque.

Pour tout n € N, on considere la propriété
P(n) : « x| = |x]" ».

Initialisation : pour n =0, [x°] = 1] = 1 et [x|*= 1.
Donc [x°] = [x/°.

Donc la propriété est vraie pour n = 0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n) est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.

Ona x| = |x" x x|
= |x"] x Ix|
= |x|" x |x
=[x
Donc Pln + 1) est vraie.
Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie.
Donc pour toutn €N, [x7| = Ix/".

38.1.Sin=1,alors n?< 2n.
Donc Jason a tort.

2. a) Soit n € N, supposons que P(n) est vraie.
Donc n% > 2n.

Onaln+1)2=n?+2n+1
Donc(n+1)2>2n+2n+1.
Orn=1,donc2n= 2.

Donc (n+1)2>2+2n+1.
Donc(n+1)2>2(n+1)+1

donc (n+1)2>2(n+1)

donc P(n + 1) est vraie.
b)02=0et2x0=0. Donc0?=2x0.
Donc P(0) n’est pas vraie.

c) Le plus petit entier n, tel que P(n ) soit vraie est
3.(32>2x3)

d) IL faut donc corriger laffirmation de Jason :
pour tout entier n = 3, n?2 > 2n.

39. Soit x un réel quelconque.

Pour tout n € N, on considére la propriété
Pl(n) : « f2" x x) = flx) »

Initialisation : pour n =0,

f2°x x) = A1 x x) = flx).

Donc la propriété est vraie pour n=0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n) est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.

Ona f[2" xx) = f[2 x 2" x x)
=f(2" x x)

= flx) d’apres Uhypothése de récur-
rence

donc Pln + 1) est vraie.
Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie.
Donc pour tout n € N, (2" x x) = flx).

40. Pour tout n € N, on considere la propriété
P(n) : « 4 divise 5" - 1 »

Initialisation : pour n =0,

50-1=0. 4 divise 0, donc 4 divise 5° - 1.

Donc la propriété est vraie pour n = 0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n) est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.

51 - 1=5x5"-1
or 4 divise 5" - 1.
Donc il existe k € Z tel que 5" - 1 = 4k
donc 5" =1+ 4k
donc 5™ = 1=5x(1+4k) -1
=5+5x4k-1
=4 +5x 4k
=4 x (1 + 5k
or1+5k & Z.Donc 4 divise 5™ - 1.
Donc P(n + 1) est vraie.
Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie.
Donc pour tout n € N, 4 divise 5" - 1.

41. Pour tout n € N, on considére la propriété
Pln) : «u_ >0 ».

Initialisation : pour n=0,u,=5>0.
Donc la propriété est vraie pour n = 0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n) est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.

u > 0dapres l'hypothese de récurrence.

13
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Donc 3u, > 0.

Donc 3u, +6 > 6.

Doncu , > 6>0.

Donc Pln + 1) est vraie.

Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie.

Donc pourtoutn € N, u > 0.

42. Pour tout n € N, on consideére la propriété
Pln):«25=<u ,<u <10».

Initialisation : pour n =0, u =10, et

u,=\10+5=/15~387

donc 2,5 < U sSuy s 10.
Donc la propriété est vraie pour n = 0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n] est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.

Ona25suvu  <u <10
Donc75<u ,+5<u +5<15.

Donc\/7$\/um+5$\/un+5$\/ﬁ

car la fonction racine carrée est strictement crois-
sante sur [0 ; +oo[.

Donc 2,5 <475 < u,su . < \/E < 10.
Donc P(n + 1) est vraie.

Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie.
DoncpourtoutneN,25<su  <su <10.

43. 1. Pour tout n € N, on considere la propriété
Pln): «u,  <u ».

Initialisation : pour n = 0, uy = 9, et u, =9 =3.
Donc u, <u,.

Donc la propriété est vraie pour n = 0.

Hérédité : Soit n € N. Supposons que P(n) est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.
<u

Onau
n+1

donc yU,,; </u, car la fonction racine carrée est
strictement croissante sur [0 ; +oo[.

Doncu ,<u
n+

n+2 1

donc P(n + 1) est vraie.

Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie.
<u.

Donc la suite (u ) est strictement décroissante.

Donc pourtoutn €N, u_

2. Pour tout n € N, on considére la propriété P(n) :
«0=< u s 9 ».

14

Initialisation : pour n=0,u,=9,donc0 <y, <9
Donc la propriété est vraie pour n = 0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n) est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.

Onalsu, <3

donc 0= \/I<\/§ car la fonction racine carrée
est strictement croissante sur [0 ; +oo].
DoncOs<wu, ,<3<9

donc P(n + 1) est vraie.

Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie.

Donc pourtoutn €N, 0<u <9.

44.1.u,=0;u,=u,+0=0
u=u,+1=1;u,=u,+2=3;u,=u,+3=6;
ug=u,+4=10.

On conjecture que pour tout entiern =1,
un=0+1+2+...+[n—1l=M_

Oru, =0, donc on conjecture que pour tout n € N,

_n-1n

n 2 N
2. Pour tout n € N, on considére la propriété
Pln) - «u, = (n-1n N

Initialisation : pour n =0, u,=0 et 0-10 =0, donc

(0-10
Uyg=——".
2

Donc la propriété est vraie pour n=0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n) est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.

Onau, ,=u +n.
Doncu,,, = In = TIn +n
2
_(n=Tn+2n
-
_nln-1+2)
2
_nln+1)
S 2

donc P(n + 1) est vraie.
Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie.
(-1

Donc pour toutn € N, u, = >
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45.1.v,=1 v, = V01=%
Vo +

v, _l 7 _l

v,+1 3 R I

On conjecture que pour toutn € N, v, = ;
n+

2. Pour tout n € N, on considére la propriété

P[n] TRV, = ».
n+1
Initialisation : pour n =0, v, = 1 et =1donc
1 +
Vy=——.
0 0+1

Donc la propriété est vraie pour n = 0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n) est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.

Onav,,, = £
v, +1
1
Doncv,,, = n+ = 1 = 1 .
1 T+lh+10 n+2
—+1
n+1

Donc Pln + 1) est vraie.
Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie.

Donc pourtoutneN,v, =—
n+1

Limite d’une suite
46.1.u <-Ao-n’+5<-A
on?>A+5

sSn>LJA+5

Doncny = E(\/m) +1.

2. limu, =-»

n—>+©

47.1. Pour tout réel e > 0,
1 1 1
—e<y <gess-e<—<egos—<ecar—>0
! n? n? n?

1 L.
& n? > — car la fonction inverse est
€

strictement décroissante sur ]0 ; +oo[

@n>\ﬁdoncnU=E € +1.
e Je

2. On en déduit que limu, =0.

n—+o

48. 1. Pour tous réels a et b strictement positifs,
et pour toutn €N, 20—a<un< 20 + b.

Donc tout intervalle ouvert contenant 20 contient
tous les termes de la suite.

Donc limu, = 20.

n—>+0©

49. 1. On conjecture que limu, = .

n—+%

2.aln=4
b)n=11
c)n=32

50. 1. On conjecture que limu, = +c.

n—+%©

2.aln=5
b)n=11
c)n=22

51. 1. On conjecture que limu, = 2.

nN—>+%

2. Pourtoutne N, 0,77>0
donc 2 +0,7" > 2. Donc u >2.

3.aln=7
b)n=13
c)n=20
52. 1. On conjecture que limu, = +.
2. a] n=0
u=2
while u<=1000:
u=3*u
n=n+l
print(n)

b) Cet entier est 6.

53. 1. On conjecture que limv, =0.
n—+%
2.a)[ ,-0
v=1
while v>=0.001:
n=n+1
v=1/(2*n+1)
print(n)

b) Cet entier est 500.
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Opérations sur les limites

54.a) limu, =+

n—+%

b) limvy, = -

n—+o

c) limw, =0

n—+%

d) lima, =+

nN—>+

55.a) limu, =+

n—+%

b) limv, =-3

n—+o

56. a) lim[n+lj=+oo

n

b) lim3+n=+x

n—>+0©

lim [2 + l} =2
n—+ n

limv, =+

n—+

57.allim(2 - n?) = -

n—+%

[ -2)--

limu, =+%

n—>+

b) imn?2+n=+o

n—+o

limv, =+

n—+

58. a) Pour tout n € N', u, = n? x(

lim (n?) = +o0
lim [1 - z] =1
n—+w n
limu, =+%

n—>+©

b) Pour toutn € N',v, =n? x[ 1

lim(n3) =+

n—+%

16

lim[i - '|J =-1
n—+»| n?2

limy, =-o

n—+%°

59. a) Pour toutn € N,

un=n3><[g—1
n2

limn3 =+

n—+%

lim[£—1+£]=—1 limu, = -0
n—+»| n? n3

n—>+

b) Pour toutn €N, v, =

lim [1 - EJ =1
n—+%© n
lim (2 + é) =2
n—+% n

limv, =1
2

n—+%°

60. a) Pour toutn € N',u, =n® x(

2]
+— .
n3

limnd =+
lim[i+§—1]=—1
n>+=| 02 n
limu, =-o

n—>+%

b) Pour tout n € N,

n3><[

1+—
n

).

1+ —
n

vV =

Mx%—1
n

lim [1 + 2
n—+% n?

e

n—+o

1
n2

]=1et limn=+ox

lim [2 - i] =2
n—+ n?

limv, =+

n—+%

23} .

HXL1—§] 1_§
n —_—
nx(2+£] 2.4
n n
n® n

|
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61. a) Pour tout n € N,

nzx[%z] nx[1+gJ
n n
Un= = 1 .

nx{hl] 1+ —

n n

lim[1+g]=1
n—+% n
lim(1+l}=1
n—+0 n

limu, =+%

n><£3+ 1] 3
L s
b) Pour toutn € N', v, = \/; = \/;

imfas -

lim [2 + gj =2
n—+% n

limv, =—

n—+% 2

62. 1. Non, car lim1 =0et lim(n?-2)=+oo.

n—+% n—>+o©

On obtient une forme indéterminée de la forme

« 0 X 400 »,

. 2
2. Pourtoutn €N, u, =n--.
n

Donc limu, = +.

n—>+%©

Limite et comparaison
63.1.Pourtoutn €N, 3n+1=n+2n+1.
Donc3n+1>n.

Donc4/3n+1> \/; car la fonction racine carrée est

strictement croissante sur [0 ; +oo[.
Doncu, > \/;

2. limn =+

n—s+o

Donc d’apres le théoréeme de comparaison,

limu, =+o.

n—+

64.1. Pourtoutn €N, -1 < sin(n) < 1.
Donc-n-1<u <-n+1.
Doncu, <-n+1.

2. lim-n+=-o

n—+o

Donc d’apreés le théoréeme de comparaison,

limu, = -o.

n—+%

65.1. PourtoutneN, -1<(-1)=<1.
Donc(n+1)?-n=<u < I[n+1)%n.
Doncn’+n+1<u <n*+3n+1.
Orn+1>0.

Donc u, = n?

2. limn? =+

n—+%
Donc d'apres le théoréme de comparaison,

limu, = +o.

66. lim[2—1]=2
n—+0 n

lim[2+ 4 ]=2
n—+%° n+’|

Donc d’aprés le théoréme des gendarmes,

limu, =2.

n—+w©

67. lim [—3 - i] =-3
n—+% \/;

lim| -3+ ! =-3
n—+ee n? +1

Donc d'apres le théoréme des gendarmes,

limu, =-3.

n—+%

68. 1. Pourtoutn €N, -1 < cos(n) < 1.
Donc—5—i<vns_5+l_
n? n?

lim [—5 - i] = lim [—5 + i) =-5
n—+% n? N+ n?

Donc d’apres le théoreme des gendarmes,

limv, =-5.

n—>+%
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69.1.Pourtoutn e N, -1 < (-1)<1. 2. Pourtoutn €N, a =-1x1,5"
Doncﬁ—i<w <4+ % 1,5>1doncnlLTc1,5”=+w.
n Donc lima, = -%.
lim| 4 - i =lim 1
N+ \/; n—+2 74.1.a) Pour toutn € N, u =1xe"
Donc d’'apres le théoréme des gendarmes, Donc u, est de la forme u, x g"avecu;,=1etg=e.
: Donc (u ) est une suite géométrique de raison e.
limw, = 4. n
noe b) e > 1 donc lime” =+,

n—>+0©

70. 1. Pour toutn € N, -1 < sin(n) < 1. Donc n“jlu” =

1 1 2.a) Pourtoutn €N, v =e™.
Donc42——5<u <42+ —. n

n n® 5
T 1 1
Doncv,=—=|—| =g"en posantqg=—.
. 1 . 1 n=
lim|42-—|=lim|42+—|=42 e e e
n—+o n5 n—+o n5
Donc d'apres le théoréme des gendarmes, b) -1< 1 <1 Donc “m(lJ -0
limu, = 42. € e
L Donc limv, =0.
Suites géométriques
71.a)u =2 x4 75.2>1,donc lim 2" = +oo,
Or 4> 1,donc lim 4" =+%. Donc limu, = +o. ~-1<0,5<1.Donc lim0,5" =0.
blv =-3x4" Donc limu, = +.
Or 4> 1, donc lim 4" = +e. Donc limv, = - -
S . 1 .
c [Wn] est une suite geometrique de raison 5 76. Pour tout n € N, u = 3{1 _ :23_]
Doncw, =2><{1] . [ZJn
3 u,=3"1-|=
3
1 R n
Or-1<—-=<1 donc lim|—| =0. 2 .12
3 n+e| 3 —1<§<1donc lim 3 =0.
Donc limw, =0.
Donc lim1—[2J =1.
72.a)u =-2x0,6"". e 3
Or-1<0,6<1,donclim0,6""=0. 3> 1,donc lim 3" = +%. Donc limu, = +c.
Donc limu, =0.
b} 3 > 1 donc n“jlgn s 77.Pour toutn € N, v, -2”[1—g]
. 2"
Donc limv, = -
v,=2" 1—[51
73.1. Pourtoutn €N, a . =15a . 2
Donc (a ) est une suite géométrique de raison 1,5 2> 1 donc lim 2" =+,
et de premier termea, = -1. e
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§> 1, donc lim(§] =400,

n—+ 2

n—>+% n—+%

Donc lim1—(§] =-, Donc limv, = -0,

78. 1. u,=1500
2. Pourtoutne N,

U, = U, X ‘I+L =102u, .
100

Donc (u ) est une suite géométrique de raison 1,02.
Donc pour toutn € N,

u =1500x1,02".
3. 1,02 > 1 donc lim 1,02" = +oo.

n—>+%

Donc limu, = +».

n—+%
Convergence des suites monotones
79. 1. Pour toutn € N,

Ui —uﬂ=1+i—[1+l}
n+1 n

-+ ___ 1
Cnaxh+) nln+)

doncu,,-u <0.Donclasuite (u ] est strictement
décroissante.

2. Pour toutn € N,

un—'|=['|+1]—1:1>0.
n n

Donc u, > 1. Donc (u ) est minorée par 1.

3. La suite (u) est strictement décroissante et
minorée. Donc elle converge.

80. 1. Pour tout n € N,

Vn+1_vn=1_ ! - 1_1
(n+12 n?

1 1

n2 n+ n2n+1? p2n+ 12
doncv, , - v >0.Donc la suite (v ) est strictement
croissante.

2. Pour toutn € N,

vn—1=1—i—1=—i<0.
n? n?

Donc v, < 1. Donc (v ) est majorée par 1.

_n+1 -0 2n+1

3. La suite (v ) est strictement croissante et majo-
rée. Donc elle est convergente.

81. 1. Faux contre-exemple : une suite comme
celle représentée ci-dessous, qui est strictement
croissante et converge vers 4.

Y
1 +—+
+ + 7

a

3+ +
2t +

H

X

of 123 45 67
2. Faux contre-exemple : une suite comme celle

représentée ci-dessous, qui est strictement
décroissante et converge vers -4.

Y
IBEERER

X

21+

I

—4d + 4+ 4
3. Faux contre-exemple : u_=(-1)".

La suite est bornée, mais ne converge pas.

4. Faux contre-exemple : la suite représentée a la
question 1.

82.1. PourtoutneN,
~ —2[n+1]+1_ -2n+1

n+1

n+1+3 n+3
_=2n-1 -2n+1
C n+4 n+3
(=20 =N +3)-(-2n+1)(n + 4)
) (n+4)(n+3)
=202 -6n-n-3-(-2n*-8n+n+4)
) (n+4)n+3)
7
“n+4n+3)
doncu ,-u <0.Donc lasuite (u ) est strictement
décroissante.
2. PourtoutnEN,un—(—2]=_2n+1+2
n+3
_=2n+1+2(n+3)
B n+3
7
T n+3

doncu, - (-2) > 0. Soitu > -2.
Donc (u ) est minorée par -2.
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3. La suite (u) est strictement décroissante et
minorée. Donc elle converge.

83. 1. Pour toutn € N,

_bln+10+3 6n+3

T opel+d ) n+1

_6n+9_6n+3

" n+2  n+l
_(6n+9)n+1-(6n+3)n+2)

- (n+1n+2)
_6n?+6n+9n+9-(6n*+12n+3n+6)
) (n+1n+2)

n+1

3
(n+Mn+2

doncv ., -v > 0.Donc la suite [vn] est strictement
croissante.

6n+3

n+1 B
_6n+3-6ln+1)
- n+1
=
T nd

doncv -6 <0, soitv, <é.

Donc (v,) est majorée par 6.

2. Pourtoutn€N,v, -6= 6

3. La suite (v ) est strictement croissante et majo-
rée. Donc elle est convergente.

84. 1. Pour toutn € N,

u.,-u=05u+1-u=-05u +1

n+1
orl<u <2

Donc-0,5 > —0,5un >-05x%x2

donc 0,5 > —0,5un + 1> 0donc u.,-u> 0. Donc
la suite [un] est strictement croissante.

2. La suite (u ) est strictement croissante et majo-
rée par 2. Donc elle converge.

85. 1. Pourtoutn €N,

v..,-v =075 +1-v =-025v +1

or2<v <Aa.

Donc-0,25x2>-0,25v, > - 0,25 x 4.

Donc 0,5 > —0,25vn +1>0.Donc V.-V > 0. Donc
la suite [vn] est strictement croissante.

2. La suite (v ) est strictement croissante et majo-
rée par 4. Donc elle converge.
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Exercices d'entrainement p. 33-37

Démontrer par récurrence

86. Pour tout n € N, on considere la propriété
P(n) : « Soit f la fonction définie par flx) = x". Alors
pour tout réelx, f’(x) =n xx"".»

Initialisation : pour n=1.

Pour tout réel x, flx) =x" =x et f/[x) = 1.
Orl1xx"=1.

Donc la propriété est vraie pour n=1.

Hérédité : soit n € N'. Supposons que P[n) est
vraie, et montrons que Pln + 1) est vraie.

Soit f la fonction définie par

flx) = x™" = x" X x.

fest dérivable sur R et pour tout réel x,

Flx) =nxx""xx+x"x 1daprés lhypothése de
récurrence.

Fle)=(n+1) xx"

Donc P(n + 1) est vraie.

Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie.

Donc si f est la fonction définie par flx] = x, alors
pour tout réel x, f[x) = n x x"".

87. Pour tout n € N, on considére la propriété
P[n] :
<l = 1SII-7€St pjcnr -

-1sinestimpair
Initialisation : pour n =0, n est pairet (-1)°=1.
Donc la propriété est vraie pour n = 0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n) est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.

(=1 =(=1)x(-1)
sin + 1 est pair, alors n est impair, et
(1 =(-1)x(-1)=1
si n+1 est impair, alors n est pair, et
(1) =1x(-1)=-1
Donc P(n+1) est vraie.
Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie, soit
1 ={1sinest pair
-1sinestimpair
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On conjecture que u, = —.

Pour tout n € N, on considére la propriété

Pln) : « u, = 1 .
3

e 1
Initialisation : pourn=1,u, = 3
Donc la propriété est vraie pour n = 1.

Hérédité : soit n € N". Supposons que P(n) est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.

u, +1

Onau,, =
1 +1
-3 d'aprés l'hypothése de récurrence
4

1
3
Donc Pln + 1) est vraie.

Conclusion : pour tout n € N*, P(n] est vraie.

1
Donc pour toutn € N, u, = 3

89. Pour tout entier n = 4, on considére la pro-
priété P(n) : «u =3 x 274 -1 »,

Initialisation : pour n=4,u, =2et3 x2¢-1=2.
Doncu, =3 x 244~ 1.

Donc la propriété est vraie pour n = 4.

Hérédité : on considére un entier n = 4. Suppo-
sons que P(n) est vraie, et montrons que P(n+1)
estvraie.

Onau ,=2u +1
=2x(3x2m4-1)+1
=3 x2m-4 -1

donc Pln + 1) est vraie.

Conclusion : pour tout entier n = 4, P(n) est vraie,
soitu =3x2m4-1.

90. Pour tout entier n = p, on considére la pro-
priété Pln) : «v, =v x g »,

Ini_tliallisation rpourn=p,v, X Fr=v, donc la pro-
priéte est vraie pour n =p.

Hérédité : on considére un entier n = p. Suppo-
sons que P(n) est vraie, et montrons que Pln + 1)
est vraie.

Onav ,=v xq
=V Xq"Pxq
- n+1-p

v, Xq
Donc P(n + 1) est vraie.

Conclusion : pour tout entier n = p, P(n) est vraie,
soitv = v, X q"".

91. Soit a un entier tel que a = 1.

Pour tout n € N, on considére la propriété P(n) :
«a-1divisea"-1».

Initialisation : pourn=1,a'-1=a-1donca-1
divisea' - 1.

Donc la propriété est vraie pour n=1.

Hérédité : soit n € N". Supposons que P(n) est
vraie, et montrons que P(n+1) est vraie.

Onaa™'-1=axa"-1.0ra-1divisea"-1,
donca"-1=(a-1k kEZ.
Donc a”=(a - 1)k + 1.
Donca™ -1=axl[la-1)k+1]-1
=ala-1k+(a-1)
=(a-1){ak + 1)
orak+1€7Z.
Donc a - 1 divise a™' - 1. Donc P(n + 1) est vraie.
Conclusion : pour tout n € N*, P(n) est vraie.
Donc pour tout n € N', a - 1 divise a" - 1.

92. Soit g un réeltel que g = 1.
Pour tout n € N, on considére la propriété

’|_ qn+1

Pln):«1+qg+q*+..+q" = ».
1-q
1_ q0+‘|

Initialisation : pour n =0, 1 =1
-q

donc la propriété est vraie pour n = 0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n) est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.

Onal+g+..+q"™" = £+q””
1-q
) 1-¢™ +q™(1-q)
= a
_ 1_qn+1+qn+1 _qn+2
= a
_'I_qn+2
= a

donc P(n + 1) est vraie.
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Conclusion : pour tout n€ N, P(n) est vraie, soi
‘I_ qn+1

T+g+q¢?+..+q" = 1 .
-q

t

93. Soit (u ) une suite arithmétique de raison r.

Pour tout n € N, on considére la propriété

u, +u
0 n

Pln):«uy+u, +...+u =[n+1)x 5.

Initialisation : pour n =0,

[0+1]><M=u0.
2

Donc la propriété est vraie pour n = 0.
Heéreéditeé :
vraie, et montrons que P(n+1) est vraie.

Ug+U

n

Ug+..+U ,=[n+1x +Uu

n+1

_(n+Wug +uy+nr)+2u,,

2
_ (n+10(2uy + nr)+ 2uy + (n+1r)

2
Ug 20+ M+2 +r nln+1+2n+1)
) 2
Uy x2n+1+N+rln+Nn+2)

2
UgX2+rln+1

=(n+2

=[n+2]u0+u0+r[n+1]

=+ Z]Uo +Upa
2

donc P(n + 1) est vraie.
Conclusion : pour tout n € N, P(n] est vraie,

U, +u,

soituy +u, +...+u, =(n+1x

94.1.2x2 - [x + 1)2=x2-2x -1
A=(-22-4x1x(-1)=8

_-2-Ve %ﬁw

soit n € N. Supposons que P(n) est

P f=1_ 2etx,=
X —00 1—\/5 1+\/§ +00
22 - [x+1)2 + 0 -0 +

22

2. Pour tout entier n = 4, on considére la propriété
P(n) : « 2" = n?».

Initialisation : pour n = 4,
2=16 et 42=16, donc 24 = 42,
Donc la propriété est vraie pour n = 4.

Hérédité : soit n € N tel que n = 4. Supposons que
P(n) est vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.

2m1 =20 x 2

donc 2™ =n?x 2

or n>4>1+\/§. Donc 2n% - [n + 1) > 0, soit
2n2> (n + 1)2

donc 2™ = (n + 1)?

donc P(n + 1) est vraie.

Conclusion : pour tout entier n = 4, P(n) est vraie,
soit 2" = n?,

Limite d’une suite

95.1.100%x 1,1=110

Donc en 2020, il y aura 110 habitant-e-s.
110%x1,1=121

Donc en 2021, ily aura 121 habitant-e-s.
2.a)v,=100;v,=110etv,=121.

bl v,, = 673 ;v,, = 1745 ; v, = 4526

¢) On conjecture que limv, =+®.

n—>+%
3. Une telle évolution est impossible. La popula-
tion sera confrontée a des problemes de place et
de ressources.

96. 1.30000x%+10000=37000

Donc en 2021, ily aura 37 000 abonné-e-s.

37000x£+10000:43300

100
Donc en 2022, il y aura 43 300 abonné-e-s.
2.a)u,=30;u,=37;u,=433
b) Onau,=30etpourtoutne N, u
u,, = 91,490 ; u,, = 97,033
u,, = 98,965 ; u = 99,639.

c) On conjecture que limu, =100.

n—>+o

=0,9u_+10

1
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97.a) limu, = +=.

n—>+%

1 4
b) Pour toutn € N', v, =n3[1— - —j_

n nd
Donc limv, =+,

n—+%

. n’ n
c) Pourtoutn € N, w, = = )
4 4
mx|1-—| 1-—
n? n?
Donc limw, =+,
d) Pour tout entiern > 2, n® - <a,.
n? -4
limn® - =400
n—+o n2 _4

Donc d'aprés le théoréme de comparaison,

lima, =+

n—+%

1
98. 1. Faux contre-exemple u, = —.
n

(u ) converge vers 0, mais (v ) diverge vers +.
2. Faux contre-exemple u_= (-1)".
(u ) diverge et (v ) diverge également.

99. 1. Faux contre-exemple u, = (-1)".
. n?-1 n*+n
2. Vrai sv, < 0 carnz>0
n? n?

donc 1—isvns1+l
n? n

or lim1—i=1 et lim1+1=1
n—+% n2 n—+% n

donc d'apres le théoréme des gendarmes,

limv, =1

nN—+%

100. 1. Non : lim/n+1 =+ et lim\n = +c.

n—+© n—+%

Donc on a une forme indéterminée « +00- ».

- i

2. Pourtoutne N, u, =

\/n+1+\/g
n+1-n 1

\/n+1+\/;=\/n+'|+\/;.

donc u, =

3.a)PourtoutneN,n+1>n

doncyn+1> \/; car la fonction racine carrée est

strictement croissante sur [0 ; +oo[.
Doncv, > \/;
b Lim \/n =+

n—+%
Donc d'apreés le théoréme de comparaison,

limv, =+o%.

n—+%

4. Donc limyn+1 +\/;=+oo

n—+®

donc limu, =0.

n—s+®

101. 1. Faux contre-exemple u, = 1
n

limu, =0 etv, =—£=—2n,
n—+% Un

donc limvy, = -,

n—>+%

2. Vrai sipourtoutn €N, u =2,

1 1 . .
alors —=— car la fonction inverse est stricte-

u

n

ment décroissante sur 10 ; +oo[.

Donc —32 -1, soitv = -1.

u
! 1
3. Faux contre-exemple u, =—.
n
(u) est décroissante, et v. = -2n, donc [v ) est
décroissante aussi.
4. Faux contre-exemple u_= (- 1)".

(u) et (v ) sont divergentes.

102.[ =9

u=0

for i in range (0,100):
u=(-1)**i/(2*i+1)
s=s+u

print(s)

print (4*s)
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Représentation graphique et limite
103.1. et 2.
Y

4
31
2

~ x

2 10 izéiéé%ééboﬁ
0

-1 uyu,

2. On conjecture que la suite (u ) est décroissante
et a pour limite 2.

104.1.

10u,/1 2 3 4 5
-1 U, d, d;d

2. On conjecture que la suite (u ) est décroissante
et a pour limite —oo.

5]

105.1.u,=3;u,=-1;u,=3;u,=-1.
2. On conjecture que la suite (u ) n"est pas mono-
tone, et n"a pas de limite quand n tend vers +x.

Etudes de suites

106. 1. Pour tout n € N, on considére la propriété

Pln):«1<u_ <u »
n+1 n

Initialisation : pour n = 0, u, = 2 et u, =2+ 1=1/3.
Donc 1 s u, s u,.
Donc la propriété est vraie pour n=0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que Pln) est
vraie, et montrons que P(n+1) est vraie.

Onal<su . <u
n+1

donc [1+1<\lu,,, +1<,Ju,+1 car la fonction

racine carrée est strictement croissante sur
[0 ; +00[.

Donc 1= \/5 <u,,<U,,.

Donc Pn+1) est vraie.

Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie.

Donc pourtoutneN, 1< u.,su.

2. La suite (u ) est décroissante et minorée par 1.
Donc elle converge.

24

107. 1. Pour tout n € N, on considére la propriété
Pln) : «u >0 ».

s e 201
Initialisation : pourn=0,y;=—=->

30+1 3
donc la propriété est vraie pour n = 0.
Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n) est
vraie, et montrons que P(n+1) est vraie.
2m 20 %2 2
= =u

3

Onau,, = = =
3n+2 3n+1 X 3

oru >0,doncu ,>0.

n

Donc P(n+1) est vraie.
Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie, soit

u > 0.
2. Pour toutn e N, un>0.
or Yot 22 g,

u

n

Donc la suite (u ) est strictement décroissante.

3. (u ) est décroissante et minorée par 0, donc elle
est convergente.

1 (2) 1 2
bou,=—x|—| =axqg"aveca=—etqg=—.
3 |3 3 3
5.0r-1<g<1,donc limg"=0.

n—+o

Donc limu, =0.

108. 1. f est une fonction polynéme du second

degré. oc=—£=— 2 =1
2 2x(-1

B=fla)=1,doncona:

X — 00 1 + 00

2. Pour tout n € N, on considére la propriété
Pln):«0< u, < u., s 1 ».

Initialisation : pour n=0, u,=0,5 et
u,=-052+2x0,5=0,75.
DoncO0su,<u, <1

Donc la propriété est vraie pour n = 0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n) est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.

Onal=su<u_=<1.
n n+1
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Or f est strictement croissante sur [0; 1] ;

donc f(0) < flu ) < flu_, ) < f(1).
Os<u,<u,s<1

Donc P(n+1) est vraie.

Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie, soit
Osu <u
3. (u ) est strictement croissante et majorée par 1,
donc elle est convergente.

h(=fl) = €=-02+2¢

n+‘|S 1.

s 02-¢=0
=L€€-1=0
<€=00uf-1=0
<{€=00uf=1

Or u, = 0,5 et la suite (u ) est strictement crois-
sante. Donc € = 0,5

donc limu, =1.
109. 1. Pour tout n €N,

1
un+1_3 Un_3

|
<
1}

2. PourtoutneN,v =v,+nxr
1 1

orv, = =-—
u-3 6
doncvn=———1 _i=2n
6
1
Orv, = ,doncu,=—+3
u, -3 v,
doncu, = +3.
-1-2n

3. lim(-1-2n)= -

n—+w

donc lim =0.
n>+»-1-2n
Donc limu, = 3.
110. 1. u, = fly,) = 223>3 _ 1
4+3 7

2. fest dérivable sur [0 ; 4] et pour tout réel
xe[0;4],
3h+x)-(2+3x1 10

(4 +x)? b+ xP

Donc f est strictement croissante sur [0 ; 4].

flx)=

3. Pour tout n € N, on considére la propriété

Pn):«1<u .<u=<3n»
n+1 n

Initialisation : pour n=0,u =3 etu, = 1—71

DoncO0su, su;<3.
Donc la propriété est vraie pour n = 0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n) est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.

Onalsu ,<u=<3
n+ n

1
or f est strictement croissante sur [0 ; 4] ;
donc (1) < flu, ) < flu) < f(3).

1
1$un+1$un+2$_$3

Donc Pln + 1) est vraie.
Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie, soit

IT<su_ <us<3.
n+1 n

3. (u) est strictement décroissante et minorée
par 1, donc elle est convergente.
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b 0=fl0) o = 230
L+l
o 0lb+6)=2+3¢
S0+ 0-2=0

A=1-4x1x(-2)=9>0

—1—\/3 —1+\/§=1

l=my ety =

Or pourtoutneN, 1= u s 3.

Donc 1 =¢=3.Donc limu, =1.

n—>+%

111. A. Etude de la suite (u )

1. Pour tout n € N, on consideére la propriété

Pln) :«u =3x2"+n-2»

Initialisation : pourn=0,u,=1et3x2°+0-2=1,
doncu,=3x2°+0-2

donc la propriété est vraie pour n=0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n) est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.

Onau, ,=2u -n+3
=208x2"+n-2)-n+3
=3x2""+2n-4-n+3
=3x2""+n+1-2

Donc Pln + 1) est vraie.

1

Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie, soit
u=3x2"+n-2.
2.2>1,donc lim2" = +o°.

n—+

limn=+%, donc limu, =+,

n—+o n—+%

3.a)

u=1

n=0

while u<=1000000 :
n=n+l
u=3*2**n+n-2

print(n)

b) Le rang correspondant est n = 19.

14

n

B. Etude de la suite [ﬂ]

1. Pourtoutn e N,

3+n—2
% 2" 2"

n

u, 3x2"+n-2

n

26

donch—ﬁ=3+n_1— 3+n—2
Vn+1 Vn 2n+1 2n
_n-1 _ n-2
2n+1 2n
n-1-2n-2)
- 2n+1
_-n+3
- 2n+1
sin=3,alors-n<-3,donc-n+3<0.
Donc Zrs _ Y <
Vn+1 Vn

. |u _ . .
Donc la suite (—”J est décroissante a partir du

rang 3. Va
2. U—”=3+i—£
% 2" 2

n

0rsin>4,0<£<l.

2" n

Or liml=0. Donc d’apres le théoreme des gen-

n—+x n

darmes, lim n 0.

n—+%° 2n

De plus, 2 > 1, donc lim2" =+,

n—+o

Donc lim£=0, et limu—”=3.

n—+% 2n n—+0 Vn

112.1.U0=—3;U1=2u0+4=_2;
u,=2u,+4=0;u,=2u,+4=4.

2.

u=-3

for i in range(1l,21):
u=2*u+d

print(u)

3.u, = 1048572

113. A. Conjecture
1. Il faut rentrer =B2/(B2+8).

2. On conjecture que la suite (u ] est strictement
décroissante et tend vers 0.
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3. u=1

for i in range(1,31):
u=u/(u+8)

print(u)

B. Etude générale

1. Pour tout n € N, on considére la propriété
Pln): «u >0 ».

Initialisation : pourn=0,u;,=1>0.

Donc la propriété est vraie pour n=0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n] est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.

u
. Or u > 0, donc u. > 0.
u,+8

Onau,, =

Donc P(n + 1) est vraie.

Conclusion : pour tout n € N, P[n] est vraie, soit
u>0.

2. Pour toutn e N, u > 0.

1

Et n+1_ .

u, u,+8
Orun>0,doncun+8>8,donc <l.
u,+8 8

u
Donc = < 1. Donc la suite (u) est strictement
Un

décroissante.

3. La suite (u ] est strictement décroissante, et
minorée par 0. Donc elle est convergente.

C. Expression du terme général
1. Pourtoutn € N,

AT PO S IPPIC:)
Un+1 un un
u,+8
u, +7u, +56 8xl(u, +7)
doncv,,, = =
un Un

7
doncv,,,=8x|1+—|=8v,.

un

Donc (v ) est une suite géométrique de raison 8 et

de premier terme v, =1+l= 8.
Uy

2. Pourtoutn €N, v =8x8"=8".

Orvn=1+l. Doncl=vn—1.
u u

n n

. Doncu, =L.
v, -1 8mt -1

n

Soitu, =

3.8>1,donc lim8" =+w.

n—+%

Donc lim 8™ -1=+00. Donc limu, =0.

n—s+® n—+%o

4. limu, =0, donc tout intervalle ouvert contenant

0 contient tous les termes de la suite a partir d'un
certain rang.

Donc il existe un entier n,, tel que pour toutn=n,,
u €1-10"%; 10"®[, donc u <107'®.
D’aprés la calculatrice, ny= 20.

Suite géométrique et somme

114.a)u, =5 1- [O—SZJ ~5°(1-0,047)

-1<0,04 <1,donc lim0,04" =0

n—>+o

donc Lim1-0,04" =1.

n—>+%°

5> 1, donc lim5" =+ donc limu, =+o.

n—+ n—+%

blv,=6" 1—[2]
6

£> 1, donc lim[zJ =400

n—+%0 6

donc lim1- [ZJ =-o00,
n—+% 6

6 >1,donc limé" =+ donc limvy, =-x.

n—+ n—+%

cAw, =9 1—[§]
9

—1<%<‘|, donc lim[§] =0

n—+% 9

donc lim1- [gj =1
n—+oe 9

9 >1,donc lim9" =+%o donc limw, = +x,

n—+w n—+%
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115.1. Pour toutn € N, u, =5><[%] )

n—+0© 4

Or —1<%<1,donc lim[lj =0.

Donc limu, =0.

n—+o
2. Soit g la raison de la suite (u ).
S =Uyj+uU, +U,+...+U

- 2 n-1
U+ UX G+ U X G+ .+ U X ]
- 2 -1
=ux(1+q+q*+...+q"")

=u0><1_q

1-q

4
=5><71

1-—

A

—1<%<1donc lim[lJ =0.

n—+% 4

Donc lim1- 1 =1. Donc lim50=@.
4 3

n—+% n—+%

116. 1. Soit g la raison de la suite (u ).
S =uU +U,+U,+ ... +U
SU AU XGHU XG U X g
=u,x(T+g+q°+...+q")

=u1><1_qn

-q

5
=hx——2

-

5

28

2. —1<%<1 donc lim

Donc lim1-

n—+%

117.1.a) S,

b)S, =u +u, +u,+...+u,,

n—>+c|

(%] - 1. Donc limS§, =5.

nN—+%

SU HU HU+ .+ U

o TUI T, n
- 2 n
= Uy +UyX G+ U X G°+ ..+ U X ]
— 2
=ux(1+g+q’+..+q")

_ An+l
=u0><—1 q
1-q
1n+1
3
—9><41
1-—
3

27 1n+1
=—x|1-|=
2 3

1

- 2 n+1
—U0+U0Xq+UUXq +...+U0Xq

=ux(1+q+q*+...+q™)

= Uy X

_ qn+2

T-q

2. —'|<l<1 donc lim 1 =0.
3 n—+o| 3

n+1
lim1- [l] =1
n—+ 3

donc lim S,

n—+%

118.1.al S,

s Uy H U+ U+ .+ U,

— 2 24
S U+ Uy X G+ U X G2+ .+ U XQ
— 2 24
=u,x(1+qg+g°+...+q%
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_ 25
=u0><1 9
1-q
125
2
=-10x 1
1-—
2

Donc S, = -20.

2.a)S =uj+u +u, U
— 2 n-1
SUp+ Uy X g+ U X G +...+UyXq

=ux(1+qg+q*+...+q"")

=u0><1_qn
T-q
2
—10><—1
1-2
2

b) —1<1<1 donc lim[lj =0.

n—+% 2

2 n
Donc lim1—[1] =0.
n—+% 2

Donc lim S, = -20.

n—+%

’I _ 5n+1 ’I

119. 1'Sn = =—_X[’|_5n+1]
5 4

2.5>1,donc lim5" =+

n—s+o

donc [im(1-5™") = -

donc lim S, =+
120.1.A,=32=9;A =152=225

2.PourtoutneN", A, = %

Donc (A ) est une suite géométrique de raison l
4

3. Pour tout n € N,

n-1 n-1
A=A X 1 =9 x 1 .
4 4

4. Notons S laire formée par lensemble des
2

n premiers carrés.
S =A+A
0 1 n-1
=9x 1 +9x 1 +..+9% 1
4 4 4
0 1 n-1
=9x 1 + ! ot —
4 4 4

+..+A
n

JEEN

n—+% 4

5. -1 <%< 1, donc lim[lJ =0.

Donc limS, =12.

n—+%

Donc si on continue indéfiniment cette construc-
tion, l'aire de la figure formée par l'ensemble des
carrés sera 12 cm?.

Etudier des phénomeénes d’évolution
121. 1. 15000x[1—%}+1 000=14500. Il y aura

14 500 habitant-e-s en 2020.
2. On note u, le nombre d’habitant-e-s en 2019 + n.
En 2019, ilya 15000 habitant-e-s, donc u,= 15 000.

Chaque année, la mairie prévoit que 10 % des
habitant-e-s quitteront la ville, et 1 000 nouveaux
habitant-e-s s'installeront.

Donc pour toutn €N,

Uy =, x| 1= 2| 41000 = 0,9u, +1000.
100

3. Pour tout n € N, on considére la propriété P(n) :
«u =5000x0,9"+ 10000 ».

Initialisation : pour n =0, u, = 15000 et
5000 x 0,9°+ 10 000 = 15 000.

Donc u, =5 000 x 0,9%+ 10 000.

Donc la propriété est vraie pour n = 0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n) est vraie,
et montrons que P(n + 1) est vraie.
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Onau, ,=09u +1000

u ., =09x (5000x 0,97+ 10 000) + 1 000
=5000x 0,9 + 10 000

donc P(n + 1) est vraie.

Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie.

Donc pourtoutn €N, u =5000x0,9"+ 10 000 .

4.-1<0,9<1,donc lim0,9" =0.

n—>+%

Donc limu, =10000.

n—s+w

Le nombre d’habitant-e-s de la ville tend vers 10 000.

122.1.100%|1- 2 |+ 595,
100

Donc en 2021, il y aura 95 tigres dans la réserve.

2.u,=100. Et chaque année, 10 % de la population
de tigres meurt, et 5 nouveaux tigres sont recueil-
lis dans la réserve.

Donc pour toutn € N,
U, =U, X 1—£ +5=09u, +5.
100

3.a) Pour toutn €N, on considére la propriété
Pln): «50=<u_,
Initialisation : pour n =0, u, = 100 et u, = 95. Donc
0 =su, su,

Donc la propriété est vraie pour n=0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n] est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.

OnaS0=<u <u,.
0,9%x50+5H =< 0,9un+
DoncS0<u,_, "

Donc P(n + 1) est vraie.

Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie, soit
O0=<vu,, su.

b) (u ) est strictement décroissante et minorée par
50, donc elle est convergente.

4.a) PourtoutneN,v =u_ -50

=0,9u, +5 - 50
= 0,9u, - 45

=09 u, - E
0,9

=0,9(u, - 50)
= 0,9vn

=U ».
n

+5<09u +5

1
S
n+
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donc (v) est une suite géométrique de raison
q=0,9 et de premier terme v, = u, - 50 = 50.

b) Pour toutn € N, v =v, xg"=50x0,9"
Or v.=u - 50, donc u=v + 50.
Donc u = 50 x 0,9 + 50.

c)-1<0,9<1,donc lim0,9" =0.

n—+0

Donc limu, =50.

d) Le nombre de tigres diminue et tend vers 50.

123 A. 1.u1=16000><[1—%}= 13600

u, =13 600 x 1—£ =11560
100

2. Pourtoutn e N,
U, =u, X 1—£ =0,85u,

100
donc (u) est une suite géométrique de raison
q=0,85.
Donc u =u;xq' = 16 000 x 0,85".
3.-1<0,85<1.Donc lim0,85" = 0.

n—>+0

Donc limu, =0.

n—+%o

4.al[ y=16000

n=0

while u>2000:
n=n+l
u=0.85*u

print(n)

b) La valeur de n a la fin du programme est 13.

B.1.Le 1°"juillet, elle préléve 15 % du capital dispo-
nible pour préparer ses vacances. Le 1¢ décembre,
elle rajoute 300 €.

Donc pour toutn €N, V.= 0,85vn + 300.

2. Pour tout n € N, on considere la propriété
Pln) : «v_=14000x0,85" + 2 000 ».
Initialisation : pour n =0, v, = 16 000 et
14000 x 0,85° + 2 000 = 16 000

donc v, =14 000 x 0,85° + 2 000

donc la propriété est vraie pour n=0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n) est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.
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Onav ,=0,85v +300
=0,85(14 000 x 0,85" + 2 000) + 300
=14 000 x 0,85™" + 2 000

donc P(n + 1) est vraie.

1

Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie, soit
v = 14000 x 0,85" + 2 000.

3.-1<0,85<1,donc lim0,85" =0.

Donc limv, =2000.

n—+%

124. A 1.0, =u, x| 1+——| =530
100

U, =U; X 1+i =562
100

2. Pour toutn e N,
Uy, =U, X 1+i =106u,
100
donc (u) est une suite géométrique de raison

g=1,06.
Donc u =u,xq' = 500 x 1,06".

3.1,06 > 1,donc lim106" =+

n—+o

donc limu, =+,

n—>+o%

B.1.["u=500

n=0

while u<1000:
n=n+1
u=1.06*u

print(n)

2. La valeur affichée a la fin de l'exécution de ce
programme est 12.

Donc le nombre de films aura doublé a partir de
12 mois (ou un an) aprés l'ouverture.

C. 1. Chaque mois, 10% des personnes se
désabonnent, et il y a 2 500 nouveaux abonnés.

Donc pour toutn € N,

Vi = 1—£ v, +2500=0,9v, +2500.
100
2.a) Pourtoutn €N, w , =v  -25000
=0,9v_+ 2500 - 25000
= 0,9v_ - 22500

_ 0.9[vn 22 500]

= 0,9(v_ - 25 000)
=0,9w,

Donc (w,) est une suite géométrique de raison

g =0,9 et de premier terme

w, = v, - 25 000 = - 10 000.

b) Doncw_ =w,xg"=-10000x0,9"

orw =v -25000, doncv =w_ +25000.

Donc v =-10000 x 0,9" + 25 000.

3.-1<0,9<1,donc lim0,9" =0.

n—+%°

Donc limv, =25000.

On peut donc prévoir une stabilisation du nombre
d’abonnés, autour de 25 000.

125.1. Pourtoutn €N, a +b = 1.

2. Chaque année, Electic perd 5 % de ses clients,
mais récupere 15 % des clients de Energo. Donc
pour toutn €N,

5 15
w1 =|1-——=1a, +—b,=0,95a +0,15b .
100 100 " "
3.Donca,, =095 +0,15(1-a)
= 0,8 +0,15.

4. a) 2030 = 2020 + 10. Il faut donc calculer a,

a=0.55

for i in range(1l,11):
a=0.8*a+0.15

print(a)

b) a,= 0,729. Donc en 2030, Electic aura environ
72,9 % des parts de marché.

5. a) Pour tout n € N, on considére la propriété
Pln):«a <a ,h<0,75».

Initialisation : pour n=0, a,= 0,55 et
a,=0,8a,+0,15=0,59.

Donc a,sa, s 0,75.

Donc la propriété est vraie pour n = 0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n) est
vraie, et montrons que Pln + 1) est vraie.

Ona as<a 6 < 0,75.

0.8a,+0,15<0,8a_, +0,15< 0,8x 0,75 + 0,15
. <a_ <075

Donc P(n + 1) est vraie.

Donca ,<a
n+ n+.
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Conclusion : pour tout n € N, P[n] est vraie, soit
as<a_<075.

b) (a ) est strictement croissante et majorée par
0,75, donc elle est convergente.

£=08¢+0,15<0,2¢=0,15<¢=0,75

Donc lima, =0,75.

c) Le pourcentage des parts de marchés de Electic
augmentera et tendra vers 75 %.

126. 1. En 2010, le magazine n’est proposé que
sous forme papier, donc a; =100 % = 1

et b, =0 % = 0. Chaque année,

- 10 % des abonnés a la version papier passent a
la version numérique ;

- 6 % des abonnés a la version numérique passent
a la version papier ;

- le nombre global d’abonnés reste constant.
Donc pour toutn € N,

Apy = 1_£ a, +ibn-
100 100

=0,9a +0,06b .

2.0ra +b =1.
Donca_,=0.9a_ +0,06(1-a)
Donca,, =0,84a +0,06.
3.a) Pourtoutne€N, ¢  =a ,-0375
=0,84a +0,06 - 0,375
=0,84a -0,315
=0,84[an M]
84
- 0,84(a, - 0,375
- 0,84c,

donc (c,) est une suite géométrique de raison 0,84
et de premier terme C, =38y~ 0,375 =0,625.

b) Donc pour toutn €N, ¢, = 0,625 x 0,84".
c)Orv =a -0,375 donca =v +0,375.
Donca, =0,625x0,84" + 0,375.

Etb =1-a =0,625-0,625x0,84".

d) -1<0,84 < 1donc lim0,84" =0.

Donc lima, =0,375.

n—+

4. On cherche le plus petit entier ntel quea, <b ,
soit a < 0,5.
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A laide de la calculatrice, on trouve n = 10. Donc
en 2020, la proportion d'abonné-e-s a la version
papier devient inférieure a la proportion d'abon-
né-e-s a la version numérique.

127. Travail de U'éléve.
128. Travail de U'éléve.

129. Travail de Uéléve.

Exercices bilan p. 38

130. Démontrer par récurrence

Pour tout n € N, on considére la propriété P(n) :
«1T+3+5+...+(2n+1)=(n+1)2»
Initialisation : pourn=0,1=(0 + 1)

Donc la propriété est vraie pour n = 0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n) est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.

1+3+...+02n+1)+(2n+3)
=n+1)2+2n+3

=n’+2n+1+2n+3

=n’+4n+4

=(n+2)?

Donc Pln + 1) est vraie.

Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie.
Donc1+3+...+(2n+1)=(n+1)?

131. Déterminer la limite d’une suitre
a) Pour toutn € N,
2.0

n21+§—§
n n? _ n n

= " (5 1
n? 2+§—i n2+—-—
n n n n

or lim 1+§—£ =1
n—+ n n2

lim[2+§—i]=2et limn=+o.
n—+% n n3 nN—+0

Donc limu, =0.
b) Pourtoutn €N, -1 < (-1)<1.

3 8

Donc \/;—1$vn$ n+1.
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Or lim\/;—1=+00. Donc d'apreés le théoreme de

n—+

comparaison, limv, =+,

n—+%

c) Pourtoutn e N, -1 < cos(n) < 1.

Donc 25—1swns25+1.
n n

Or lim25+1= lim25—l=25

n—+o n n—+% n
donc d’apres le théoreme des gendarmes,

limw, = 25.

n—+%

4. limn? =+

n—+0

Et2> 1, donc lim2" =+

n—s+o

Donc lima, = +%%.

n—>+%

5. Pourtoutn €N, p, =3" 1—{%} .

Or§> 1, donc lim[é] =400,

n—+%° 3

Donc lim1- [éj = -0,
n—+o 3

Et 3> 1, donc lim 3" = +oo,

n—+%

Donc |im b, =-.

n—+%

132. Etudier la convergence d’une suite

1. Pour tout n € N, on considére la propriété
Pln):«0<u <1».

Initialisation : pour n=0, v, =0,5.

Donc0 <y, <1.

Donc la propriété est vraie pour n=0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n) est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.

Onal<u <let0<1-u <1.
DoncO<u1-u)<1,soit0O<u, <T.
Donc Pln + 1) est vraie.

Conclusion : pour tout n € N, P[n] est vraie, soit
0<u <1.

2. PourtoutneN, u_,
1—un=—un2<0.
Donc la suite (un] est strictement décroissante.

=u -u?
n n

Doncu
n+

3. La suite (u ) est décroissante et minorée par 0.
Donc elle est convergente.

133. Etude de U'évolution de la population de singes
A. Premier modeéle

l.u,=1etu =104x1=1,04.

2. Pour toutn € N, u.,= 1,04un.

Donc (u) est une suite géométrique de raison
q=1,04.

Doncu, = U, q" = 1x 1,047 =1,04".

3.1,04 > 1,donc limu, =+%.

n—>+o
4. Ce modeéle n’est pas réaliste. Les singes seront
confrontés a un probléme de place et de res-
sources.

B. Second modéle

1. f est dérivable sur R et pour tout réel x,

f'lx) = —ix +11
20

flx) =0 =x= 1—11 S x=22.

20

X |-o 22 +00

f + 0 -

f /12:'1\

Donc f est strictement croissante sur [0 ; 10].

2. a) Pour tout n € N, on considére la propriété
Pln): «0<v <4»

Initialisation : pour n=0,v,=1donc0 <y, <4
donc la propriété est vraie pour n = 0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n) est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.

Onalsv <4

Donc fl0) < flv) < f(4) car la fonction f est stricte-
ment croissante sur [0 ; 10].

DoncOsv 6 <4
Donc Pln + 1) est vraie.
Conclusion : pour tout n € N, P(n] est vraie, soit

Osv <4

33



Livre du professeur - Maths Terminale Spécialité

b) Pour toutn € N,

Vo =V,

n+

)= —ivf +1lv, -v,
40

= —ivg +0,1v,
40

=v, X —ivn +0,1

orOsv <4

1

donc 0= —ivn =-0
4

0+0,1>—iv,1 +0,1=0
40

doncv,, -v =0.Donc lasuite (v ) est croissante.

1
c) [v) est croissante et majorée par 4, donc elle
est convergente.

) 0=fl0) o (= g2 4100
40
& _igz +0,14=0
40
1
s ¢ -—0+01 =0
40

< €=0o0u —i£+0,1=0
40

s{=00ul=4
Or la suite (v ) est croissante, et v, = 1.
Donc ¢ = 4.
3. n=0
v=1

while v<=3:
v==-1/40%v**2+1.1*%v
n=n+l

print(n)

134. Evolution du nombre d’arbres dans une forét
1.u,=2500

10
u;=2500x|1-——[+100=2350
100

2. Chaque année, 10 % des arbres sont coupés, et
100 arbres sont replantés.

Donc pour toutn € N,

Uy =, | 1= 2|4 100=0,94, +100.
100

34

3.a) 2050 =2 020 + 30.
On cherche donc a calculer Uy

u=2500

for i in range (1,31):
u=0.9*u+100

print(u)

b) En 2050, il y aura environ 1 064 arbres dans la
forét.

4. a) Pour tout n € N, on considére la propriété
Pln): «1000<u_, <u_ ».

Initialisation : pour n =0, u, =2 500 et u, = 2 350
donc 1000 s u, s u,

Donc la propriété est vraie pour n = 0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n) est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.

Onal000=su,  <u,

0,9x1000+100=0,9u,
donc1000<vu_,
donc Pln + 1) est vraie.

+100<0,9u_+100

1

=su
n+1

Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie, soit
1000<vu ,<u,.
b) La suite (u) est décroissante et minorée par
1 000. Donc elle est convergente.
5.a) Pour toutn € N,
Vy=u,,-1000

=0,9u_+ 100 - 1000

=0,9u, - 900

=0,9(u, - 1000

=0,9v,
donc (v) est une suite géométrique de raison
g =0,9 et de premier terme v, =u, - 1000 = 1500
b) Doncv =v,xqg"=1500x0,9"
orv =u_-1000doncu =v +1000.
Donc u = 1500 % 0,97+ 1000.

c)-1<0,9<1,donc lim0,9" =0.

n—+%

Donc limu, =1000.

Le nombre d’arbres dans la forét diminue et tend
vers 1 000.

Préparer le BAC

Je me teste p. 40

135.CetD
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136.A
137.C
138.A
139.B
140.B
141.c

142. AetC

Préparer le BAC

Je révise p. 41

143. Récurrence
1. Pour tout n € N, on considére la propriété
P(n) : « 2 divise 3" = 1 ».

Initialisation : pour n =0, 3° - 1 =0, donc 2 divise
30-1.

Donc la propriété est vraie pour n = 0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que Pln) est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.

Ona3™-1=3x3"-1
or 2divise3"-1,donc3"-1=2k, ke Z.
Donc 3" =1 + 2k.
Donc 3™ =3 x (1 +2k] -1
=3x2k+2
=2x(3k+1)
donc 2 divise 3™,
Donc Pln + 1) est vraie.
Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie.
Donc pour tout n € N, 2 divise 3" - 1.
2. Pour tout n € N, on considére la propriété
Pln):«u =3x2"+1»

Initialisation : pour n =0, u; =4 et3x2°+ 1 =4
Doncu,=3x2"+1.

Donc la propriété est vraie pour n=0.

Hérédité : Soit n € N. Supposons que P(n) est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.

Onau, ,=2u -1

=2x(3x2"+1)-1
=3x 2"+ 1
donc Pln + 1) est vraie.

doncu
n+1

Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie.
Donc pour toutn €N, un=3><2”+ 1.

144. Limite d’une suite

b) limy, =

n—>+x

d) lima, =3.

n—+%

a) limu, = +o%.

n—+%

N | W

c) limw, =+,

n—+%o

e) limb, =0.

n—>+»

f) limc, = -ce.

n—+%

145 Compte en banque
1.y, =5750 etu,= 63125

2. Chaque mois, elle dépense le quart de ce qu’elle
a sur son compte. De plus elle dépose 2 000 € le
dernier jour de chaque mois.

Donc pour toutn €N,

%n=Unx[1-ﬁ%J+2000=Q7&%+2000

3.a] u=5000

for i in range (1,13):
u=0.75*%u+ 2000
print(u)

b) Elle a 7 904,97 € sur son compte le 1¢ janvier
2020.

4. a) Pour tout n € N, on consideére la propriété

, =8000».

Initialisation : pour n =0, Uy = 5750 et u,= 6312,5.
Donc u, < u, < 8 000.

Donc la propriété est vraie pour n = 0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n) est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.

Onau s<u, A <8000

0,75u, +2 000 < 0,75y, +2 000 < 0,758 000 + 2 000
doncu, ,<u, <8000

Donc P(n + 1) est vraie.

Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie.

Donc pour toutn €N, usu s 8 000.

b) La suite (u ) est croissante et majorée, donc elle
est convergente.

P[n] kU =su
n n+
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5. a) Pour toutn €N,

Vo = U,,, — 8000
=0,75u, + 2000 - 8 000
= 0,75(u, - 8 000}
=0,75v,

donc (v ] est une suite géométrique de raison 0,75,
de premier terme v, = u, - 8 000 = -3 000.

b) Pour toutn € N, v = -3 000 x 0,75".
v =u -8000,doncu =v +8000
Donc u, =8000 -3 000x0,75".
6.-1<0,75<1,donc lim0,75" =0

n—+%o

donc limu, =8000.

n—+%

La somme sur le compte tendra vers 8 000 €.

146. Evolution d’une population de tortues

A 1.u,=09%x03x(1-03)=0,189;

u,=0,138.

Ily a 189 tortues en 2001 et environ 138 en 2002.
2.a)PourtoutneEN,0<1-u <1.

Donc 0=<09u (1-u)=<09u caru =0.

, <09

b) Pour tout n € N, on consideére la propriété
Pln):«0<u =<0,3x0,9»

Initialisation: pourn=0,u,=0,3et0,3x0,9°=0,3.
Donc 0 < u,<0,3.

Donc la propriété est vraie pour n = 0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n) est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.

Onalsu, 6 <09u.

Donc0 < u.,s 0,9%x0,3%x0,9
donc0=<wvu , =<03x09"".
Donc Pln + 1) est vraie.

DoncO<u
n+

Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie.
Donc pourtoutn €N, 0su <0,3x0,9

c)-1<0,9<1,donc lim0,9"=0

n—+%

Donc lim0,3x0,9" =0

n—>+%

D’aprés le théoréme des gendarmes, limu, =0.

n—>+o%

Cette population de tortues est donc en voie
d’extinction.
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3. u=0.3

n=0

while u>=30:
u=0.9*%u*(1l-u)
n=n+l

print (2000 +n-1)

B.1.v,, = 1,060,032 x (1 -0,032) = 0,033
v,, = 0,034

L'y a environ 33 tortures en 2011 et environ 34 en
2012.

2. limv,,=lim106v,(1-v,)

n—>+ n—>+%

Or fimv, = =t
Donc € =106 x¢x(1-4¢).

3. La suite (v ) est croissante.
Donc pour tout n = 10, v =V,
Doncv = 0,032.

Donc la population de tortues n’est plus en voie
d’extinction.

o

Exercices

vers le supérieur

147. Somme par récurrence
Voir exercice résolu 1 page 17.

148. Abonnement sportif
Les bonnes réponses sont : a) et b).
a)Vraia, =1 500><(1—%]+400=1300

b) Vrai chaque année, 40 % des abonnements ne
sont pas renouvelés, et il y a 400 nouveaux abon-
nés. Donc pour toutn € N,

a,=|1- ﬂ a, +400=0,6a, + 400.
100

c) Faux pour toutn €N, v  =a . -1000

1
=0,6a + 400 -1 000
- 0,6la, - 1000)
=0,6v
Donc (v ) est une suite géométrique de raison
qg=0,6.
d) Faux v, = a, - 1000 = 500
Pour toutn € N, V. =V, Xq"= 500 x 0,6"

1
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orv =a -1000,donca =v +1000
a =500x0,6"+1000.

149. Vrai-Faux (1)

Vrai soit (u ) une suite croissante, admettant une
limite finie €.

Pour toutn € N, Uysu, < €.

Donc (u,) est bornée.

150. Somme télescopique

1. limn=+o

n—+

limn+1=+o

n—+%

Donc limu, =0.

n—>+%

2. Pour tout n € N,

1 1 n+l-n 1
n n+l nln+1) n[n+1]
doncun=l— 1 .

n n+1

3. Pour tout n € N,

S =U +U,+U,+...+U

4. Donc limS§, =1.

n—>+%

151. Vrai-Faux (2)

1. Faux contre-exemple : u_=n + (- 1)
uy=1,u,=0,u,=3,u,=2. Lasuite (u) n"est pas
monotone, mais a pour limite +.

2. Vrai démontrons cela par récurrence.

Pour tout n € N, on considére la propriété Pln) :
«u =3"+n-1»

Initialisation : pourn=0,u,=0et3°+0-1=0.
Doncu,=3°+0-1

Donc la propriété est vraie pour n=0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n] est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.

“hen”

Onau ,=3u -2n+3
=3(3"+n-1-2n+3
=3™"+n

=3""+n+1-1
donc P(n + 1) est vraie.
Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie, soit
u=3+n-1.
152. Suites adjacentes

1. La suite (v ) est décroissante, donc pour tout
neN,v <v, OrpourtoutneN,u <v.Donc
u <v,

La suite (u ) est croissante et majorée par v,. Donc
elle est convergente.

La suite [un] est croissante, donc pour toutn € N,
u=u.

n 0
Or pour toutn €N, u <v . Donc U, < v,
La suite (v ) est décroissante et minorée par u,.
Donc elle est convergente.

Or limlv, -u,)=0.

n—>+%°

Donc limv, - limu, =0.

n—>+ n—+»

Donc limv, = limu,.

2. La suite (u ) est croissante et a pour limite ¢.
Soit n € N. Pour tout entier p = n, u,=u,.
En faisant tendre p vers +, on obtient { = u.

La suite (v ) est décroissante et a pour limite €. De
méme on montre que { <v, .

Donc pourtoutneN,u s{<v.

n

1
(n+1
Donc (u ) est strictement croissante.
Pourtoutn €N, v -v

1 1

3.a) Pourtoutne N, u,,,-u, =

= un+1 +

(n+1x(n+1 +n><n!

1 1 1

(n+xh+1M nxn!

n[n+1]+n—[n+1][n+1]

n[n+1][n+£
n +n+n n-1

nln +N(n+1)

-1

T nln+ D+ !
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doncv .-v <0
n+1 n

donc (v ] est strictement décroissante.
1
nxn!

Etv,-u, =

donc lim{v, -u,)=0

donc (u ) et [v ) sont adjacentes.
b) Donc (u ) et (v ) sont convergentes.
C] u10 ses V1U

Donc e = 2,718282.

153. Suites vérifiant une relation de récurrence
d’ordre 2

A l.u,=au, +bu,

doncu,=4,5x2+(-2)x1=7.
2.x=ax+bex*-45x+2=0
A=(-45)2-4x1%x2=12,25

4,5+4/12,25
Ly === =

4,5-4/1225 1

3.a) PourtoutnEN,un=7\,x[%] + X 47,
0
u0=k[%J +ux 4% doncA+p=1

1
1
u1=k[lj +u x4, donc—A+4u=2
2 2
A+u=1 p=1-2x

1 =11
—A+4u=2 |=A+41-A)=2
2 2

donc pourtoutnEN,un=é 1 +§><4”.
7\2 7

n—+0 2

b]—1<%<1, donc lim[lJ =0

4> 1,donc lim4" =+

n—+%

donc limu, =+00.

n—>+o%
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B.1.u,=au, + by,

doncu,=10x2-25%x1=-5.

2.x’=ax+beox*-10x+25=0

A=(-10)2-4x1x25=0
_10_

x025

3.a) Pourtoutn € N, u, =Ax 5"+ pxnxb"
U, =A5)° +ux0x5, doncA=1
u, = AB)" +px 1 x5" donc 5A + 5u =2

3
doncu=-—.
" 5

Donc pour toutn € N, u, =5" - %n x 5",

blu, = 5”[1 - §n]
5

5>1,donc limb5" =+

nN—+%

lim(1 - En} =-00
n—+% 5

donc limu, = -,

n—+%

154. Clefs oubliées

A laide d'un arbre pondéré, on a:

¢,.,=05c +03(1-c)=02c +0,3.

1.Vraic, =0,1<0,2c,+0,3=0,32
&c, = 0,32

,=0,2¢c +0,3

3. Vrai pour tout entiern = 1,

8¢ =8v +3.Doncv =c -0,375

=c,,-0375

=0,2¢c,+0,3-0,375

0,075

2. Fauxc

Donc v
n+1

=02 ¢

n

=0,2(c_-0,375)
=0,2v,
donc (v ] est une suite géométrique de raison 0,2.
4. Vrai pour tout entiern = 1,
v =v,x02""
Or v.=c, - 0,375, donc C =V + 0,375
soitc =v, x0,2"" +0,375.

Or-1<0,2<1,donc lim0,2'=0

n—+%

donc limc, =0,375.

n—+%o
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155. Limites de deux suites
a) (u ) converge vers ¢, et (v ) converge vers ¢,.

Donc€1=3g1+g2 et €2=@
ﬁ=€—2 et €—2=£.Donc€1=€2.
L 4 6 6

156. Vrai-Faux (3)

1. [ERRATUM] La premiére édition du manuel
comporte une erreur dans l'expression de u,. Les
éditions suivantes et la correction ci-dessous uti-
lisentu =2+(2+22+ ...+ 2.

Vrai pour tout entiern =1,
u=2x1+1+2+2%+...+2

=2>{1+1_2n]
1-2
=2x(1-(1-27)

- 2r7+1

Donc v, est une suite géométrique de raison 2 et
de premier terme u, = 4.

v1=u1—1=3;v2=u2—1=7;v3=u3—1=15.
or¥a Yz

v,
Donc (v} n’est pas une suite géométrique.
2.Vrai limnu, =¢.

Donc tout intervalle contenant € contient tous les
termes de la suite a partir d'un certain rang, c’est-
a-dire, pour tous réels a et b strictement positifs,
il existe un entier p tel que pour tout n = p,

€-a<nu <{+b

{-a {+b

—T<uy, <
n n

or im£=2 20 et im &2 ¢
N>+ n n—+® n

donc d'apres le théoréme des gendarmes,

limu, =0.

n—+%

3. Vrai démontrons cela par récurrence.

Pour tout n € N, on consideére la propriété P(n) :
«u =n+ 1 ».

Initialisation : pourn=0,u;=1=0+1.
Donc la propriété est vraie pour n = 0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n) est
vraie, et montrons que Pln + 1) est vraie.

Onau,  =10u -9n-8
=10n+1)-9n-8
=n+2

donc Pln + 1) est vraie.

Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie, soit
u=n+1.

157. Vrai-Faux (4)
u u
1.Faux L =e%et-2=e
Up Uy
oru,=0,doue™ =1, doncu,=u,
u, u
donce e et — = 2,
U 4
La suite (u ) n'est pas géométrique.
2. Faux on démontre par récurrence, que pour
toutne N, u = 0.

Et 2ol v <0
u

n

u . ..
donc =L < 1. La suite (u ) est décroissante.
u

3. Vrai voir question 2.

4. Faux la suite (u ) est décroissante et minorée
par 0. Donc elle converge vers un réel {.

Oré{=(fe‘s1-e9=0
<{¢=0o0ul-e*=0
< {¢=00uef=¢"
o{¢=0o0u-€¢=0

donc € =0, soit limu, =0.

n—>+%

5. Vrai voir question 4.

158. Convergence de la méthode de Héron

1. fest dérivable sur R, et pour tout réel x,
2 _
)=t g-2 1 x-2
2 x2 2 x?
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159. Récurrence forte
* - _\/E 0 \/E +oe u=1;u,=3;u,=2u,-u;=5;u,=2u,-u,=7;
2 _ - -
x*-2 + 0 0 + u=2u,-u,=9.
x? + + 0+ + On conjecture que u, =2n + 1.
f'(x) + 0 - Pour tout n € N, on considére la propriété

. - 0«
_\/E Pln):«u =2n+1».
Initialisation: u =1=2x0+1etu, =3=2x1+1.
J \ \/7/ Donc la propriété est vraie pourn=0etn=1.
2

Hérédité : soit n € N". Supposons que P(n) et
P(n - 1) sont vraies, et montrons que Pln + 1) est

2. Pour tout n € N, on considére la propriété P(n) : ~ vraie.
« \/E <u.<un» Onau,=2u -u_,
a =202n+1) - (2(n = 1)+ 1)
Initialisation : pourn=0,u,=5ety, = §[5+ —] =27. =4n+2-2n+2-1
Doncx/§$u1Su0. =2n+3
=2(n+1)+1

Donc la propriété est vraie pour n=0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n] est ) .
vraie, et montrons que Pln + 1) est vraie. Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie.

donc Pln + 1) est vraie.

Donc pour toutn €N, u = 2n+ 1.
Ona \/§$un+1 =u,

or f est strictement croissante sur [\/5 : +oo[. 160. Rationnalité d’'un nombre
Donc f[\/§]$f[umlsf[un] Posons pour tout entiern =1,
s.12,12 12 12
donC\/§$Un+2 SUpy "T102 104 106 10
donc P(n + 1) est vraie. limS, =0,1212121212...
Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie. de plus,
Donc pour tout n € N, \/ESUM <u,. Sn:% 1+%+%+...+103 _2]
3. La suite (u ) est décroissante et minorée par \/5
Donc elle est convergente. 12 1 ! 1 2 1 -
1 2 =0l "1 T Tt T
bi=fllet=—|0+= 100 10 10 10
2 L
.2 -

¢>2€—£+Z _EX [102]

S 202=42+2 100 1_i

& 02=2 10°

o (=2 ou =12 =EX1_[LJ

99 102
Or pour toutn € N, \/5 <u,.Donc /= \/5
5. u=5 or—1<i2<1.Donclim[L2J =0.
for i in range (1,101): 10 m=\10
u=1/2*(u+2/u) ) 12 12
print (u) Donc nlmsn =%. Donc 0,121212...=%, donc

0,121 212... est un nombre rationnel.
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161. Unicité de la limite B. Calcul des premiers termes
Raisonnons par l'absurde, et supposons que (u) 1.flx)=0&x?-2=0
admette deux limites € et ¢’ distinctes avec € < €’. Sx= _\/E oux= \/E
P d=0-¢:
osons o donc S ={-v2;/2}.
(u ) tend vers € donc il existe un rang p tel que pour ,
n 2.y="flx)lx-x)+flx)
toutnzp,une{f—g;€+g}. =2xn[x—xn]+xn2—2
3 3 =2xx-x"-2
(u ) tend vers €’ donc il existe un rang p” tel que 3.y=0e2xx-x’-2=0
pour toutn=p’,u, € £’—g;£’+g. @x:x,§+2
3 3 2x,

Donc pour tout entier n supérieurapetap’,ona 2+2 1 2

J J J J doncx,, =——=—|x, +—
un={£——;£+—}ﬂ|:€’——;£’+—}: 25 200 %

3 3 33 4“:_1P’+2]_11

A M TS T T (T
ce résultat est absurde car 2 x,) 6
lﬁ—g:€+glﬂ{€'—ﬂ;£'+ﬂ}=®. x=lx+£ _193
3 3 3 3 27Ty ) 132
Donc il y a unicité de la limite.
5. x=3

for i in range (1,11):
. x=1/2*%(x+2/x)
Travaux Pratiques p. 44-47 print (x)

6.x,,= 1,414 213 56

TP 1. Application de la méthode de Newton

¢ Durée estimée : 45 min C. Etude d’un deuxiéme exemple
e Objectif : Découvrir et utiliser la méthode de 1, A=(-1)2-4x1x(-1)=5
Newton, afin de trouver des valeurs approchées
des solutions d'une équation de la forme f{x] = 0. X, = 1- \/g etx, = 1+ \/g

2
A. Etude d’un exemple 1-45 1445

DoncS={——;——}.

1.2.3. 4. eth. 2 2

y // 2.

/ )

- N W N O~
\
e

N RO
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3.y=Fflx)x-x)+flx)

=(2¢ - le-x)+x?-x -1

={(2x - Tx-x2-1
by=0e(2x -1x-x2-1=0
x2+1
SX=E——
2x, -1
Doann”:ﬂ.
2x, -1
X+l 5
2%, -1 3
2x, -1 21

5.x =

X,

6.

x=2

for i in range (1,11):
x=(x**2+1)/(2*x-1)

print(x)

TP 2. Paradoxe de Zénon

e Durée estimée : 45 min

¢ Objectif : Découvrir le paradoxe de Zénon en
modélisant des suites a l'aide d'un tableur.

A. Etude a laide d’un tableur

1. Question sur ordinateur.

2. Dans la cellule B2, il faut rentrer 0.

Dans la cellule C2, il faut rentrer 900.

3. Dans la cellule D2, il faut rentrer =C2-B2.

4. Lorsque Achille court kK metres, la tortue par-

k
court — metres.
10

5. Dans la cellule B3, il faut rentrer =C2
dans la cellule C3, il faut rentrer
=C2+(B3-B2)/10.

6. Question sur ordinateur.

7. On conjecture que

limA, =1000 ; lim7,=1000. lim(T,-A)=0

n—+o0 n—+o n—>+

B. Etude théorique

1. Entre U'étape n et l'étape n + 1, Achille parcourt
ce qu’'a parcouru la tortue entre l'étape n - 1 et
étape n. Doncv =u ..

De plus, si Achille court kK metres, la tortue par-

k
court — meétres. Donc u, = Yo
10 10

42

2. PourtoutneN, u,,, = Yo _Gn

10 10
Donc (u)) est une suite géométrique de raison %
et de premier terme u, = % =90.

3. Pourtoutn €N, u, =90x[%] .

Etv,=u, x10=900x i .
10

4.7 =900 +u,+u, +...+u

n-1

n-1

1 1
=900+u, +U,| — | +...+U,| —

1 1 n-1
=900+ u | T+ —|+...4| —

10 10

-

10

=900+90x ———=

.
10

=900+100x|1- il
10

=1000—100i
10

A=vy+Vv +..+V

1 1"
=VytV, E +...+V, ﬁ

=1000—1000i
10
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5.7 - A =1000-100| —- | -|1000-1000|—-
10 10

=1000 il -100 il
10 10
=900 i
10

6.—‘I<i<1.Donclim i =0.
10 n—+| 10

Donc lim T, =1000.

n—+%

limA, =1000

n—+%

limT, - A =0

n—+o%

7. Pour toutn € N, Tn —Aﬂ > 0.
Donc 7 >A.
Donc Achille ne dépassera pas la tortue.

C. Deuxiéme modélisation
Pour tout € N, A =10n

et T =900 +n.
orA >T < 10n>900+n
< n > 100.

donc Achille dépassera la tortue au bout de
100 secondes.

TP 3. Modeéle de Malthus

e Durée estimée : 55 min

¢ Objectif : Etudier le modeéle de Malthus, qui est
une modélisation d’'un phénomeéne d’évolution de
population et de ressources.

A. Cas général

1. PourtoutneN,P  =(1+rP.

2. P est une suite géométrique de raison 1 +r.
Donc P =P (1 +r)".

3. PourtoutneN,a =a;,+sxn.
4.Sir>0,alors1+r> 1, donc(P)eststrictement
croissante et lim P, = +.

Sir<G0,alors 1+r <1, donc (P ] est strictement
décroissante et lim P, =0.

nN—+%

5.Sis >0, alors (a ) est strictement croissante et
lima, =+x
§75x< 0, alors (a,) est strictement décroissante et
lima, =-.

n—+%°

B. Etude de cas

1. et 2. a) questions sur Uordinateur.

2. b) Dans la cellule B2, il faut rentrer 5,

dans la cellule C2, il faut rentrer 10.

¢) Dans la cellule B3, il faut rentrer =B2*1,01.

d) Dans la cellule C3, il faut rentrer =C2+0,1.

e) Question sur lordinateur.

3.

40 4

35

30

25

20 -

15

10 4
5

Pn
— An

0 . . . . . :
1750 1800 1850 1900 1950 2000 2050

4. La population aura doublé en 1870, soit au bout
de 70 ans.

5. La situation devient critique quand P_ > a_, donc
en 1970.

6. | n=1800

p=5

a=10

while p<=a:
p=p*1.01
a=a+0.1
n=n+l

print(n)

7.Ce modele a ses limites, car atres long terme la
population continuera toujours d’augmenter alors
gu’il n'y aura pas assez de subsistances. De plus,
a trés long terme, la population sera confrontée a
un probléme de place.

TP 4. Modele de Malthus

e Durée estimée : 40 min

¢ Objectif: Etudier le modéle de Verhulst, qui est
une modélisation d'un phénomeéne d’évolution de
population.
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A. Comprendre l'équation logistique

1.r—an=r[

2. limlr-bP,)=r
P,—0

3. lim(r-bP) = r[1 - 5]
P,—K K

Donc lim(r - bPR,) =0.
P,—K

_n

1—9Pn]=r{1—
r K

4P =P x(1+(r-bP)

P =P +(r-bP)P

n+

DoncP ,-P =[(r-bP)P =rP, [‘I - %]

C. Evolution de la population d’éléphants

B. Exemple de suites

1. a) Question sur l'ordinateur.

b) Dans la cellule D2, il faut rentrer =B3.

¢) Dans la cellule D3,

=D2+$B%$2*D2*(1-D2/$B%$1)

e) Question sur Uordinateur.

2. a) La suite (P ) est strictement décroissante et
tend vers 15.

b) La suite (P ) n’est pas monotone et tend vers 15.
c) La suite (P ) semble alterner entre une valeur

comprise entre 17 et 18, et une valeur comprise
entre 9 et 10.

1. et 2.
Année 1905 | 1923 | 1930 | 1939 | 1945 | 1950 | 1960 | 1970 | 1980 | 1990 | 2000
Eijzcilis 10 122 | 317 | 1021 | 2037 | 3277 | 5859 | 7095 | 7416 | 7483 | 7497
théoriques
Eijetilis 10 13 29 | 450 | 980 | 3010 | 5800 | 6500 | 7400 | 7200 | 7310
observés
8000 -
7000 -
6000 A .
5000 frff,ed.'fs
4000 - eorlques
—=— Effectifs
observés

3000 A
2000 4
1000 A

0

1900 1920 1940 1960 1980 2000 2020

3. D'apreés le graphique de la question 2, ce modéle semble cohérent.
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