Epreuve d’enseignement de spécialité - Mathématiques T* MAGNARD

SUJET BLANC - CORRIGE

EXERCICE 1 (5 points)
Partie A
1. Dans la cellule B3 on a saisi la formule :
2. B9 =519.
Partie B
1. a. Pour tout entier naturel n, on pose P(n) : «u,, > n»
Initialisation : Pourn = Oonauy = 4.0r4 > 0. Donc P(0) est vérifiée.

Hérédité : Supposons P(n) vraie pour un entier naturel n fixé quelconque, et sous cette hypothese,
démontrons que P(n + 1) est vraie, c’est-a-dire montrons que u, 1 > n+ 1.

Siu, > n alors en multipliant par 2 chague membre on obtient 2u,, > 2n, puis en soustrayantn a
chaque membre, on a 2u,, - n > n, et finalement en ajoutant 1 a chaque membre :

2up-n + 1 >n+1.

Or, par définition de la suite (uy), onsait que up4q = 2u, - n + 1.

Donc, on a bien démontré que, siu, > n alorsu,,; > n+1.

Conclusion : P(n) est initialisée a 0 et héréditaire, donc elle est vraie pour tout entier naturel.
Ainsi, pour tout entier natureln,onau,, > n.
b. Onsaitque lim n = +oo.

n—+oo

D’apreés la question précédente, pour tout entier naturel n, on au,, > n donc par comparaison des

limites, on en déduit que lim u, = 400
n—-+oo

2. a. Ce programme donne le plus petit entier n tel que u, > 10°.
b. Oui, en théorie, par définition de la limite « infinie » d’'une suite.

Siona lim wu, = +oo alors, quelle que soit la valeur choisie, il existe un rang a partir duquel tous
n—-+oo

les termes de la suite seront supérieurs a cette valeur.

Il ne pourrait y avoir qu’un probléme de capacité de calcul de la machine qui effectue ce programme.
3. a. Pour tout entier natureln,ona v, = u, - n.

Donc Vp4q = Upe- M+ 1).

Cest-a-dire: v,y = 2up,-n+ 1-n- 1(caruyy; = 2u, - n + 1)

Doncv,41 = 2u, - 2n = 2(u, - n) = 2v,.

On vient donc de démontrer que, pour tout entier naturel n, onav,,; = 2v,.

Cela signifie que la suite (v,;) est une suite géométrique de premier terme vy = uy- 0 =4

et de raison 2.
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b. Pour tout entier natureln, onav, = u, -n © u, = v, + n

MAGNARD

Or (v,,) étant une suite géométrique, pour tout entier naturel n, ona v, = vyq" = 4 X 2".

Donc, pour tout entier naturel n,ona u, =4 X 2" +n
c.u; = 4x27+7=519.

On retrouve bien le méme résultat.

4. a. On obtient I'algorithme complété suivant.

S<0
Saisir un entier n
Pour i de 0 a n
ue— 4x2i4j
S« S+u

Afficher S

b.S, = ug + uy +u, + ... +uy,

=4x2°40 +4x214+1 +4%x224+2 4+ ..+ 4%x2"+n
40421+ 22+ 42+ 0+ 14+24++n)
4<1—2n+1>+n(n+1)

1-2 2
nn+1)
(1-2mn + 58
= 2n+3+m_4
2
Donc Sy = 223 + 2221 _ 4 - 8388814
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EXERCICE 2 (5 points)

Partie A

l.a.f(0) = In(0+1)(4-In(0+1)) = Ocar In(1) = 0.

On sait que xl_i)rPoox +1=+400 et Xl_im)() In(X) = +oo.

Donc par composition des limites : lir;n In(x +1) = 4o
X—>+4+00

On en déduit, par produit des limites : lirf —In(x+1) = —
X—>+00
Donc, par somme des limites : lirf 4—In(x+1)=—o
X—>+00
Et, par produit des limites : lir;n f(x) = —
X—>+4+00

2. Résolvons I'équation f(x) = 0:
In(x+1)4—-In(x+1))=0
©In(x+1)=0o0u4—-In(x+1)=0
&x+1=1ouln(x+1)=4
Sx=0oux+1=¢*
Sx=0oux =e*—1.

Donc a = e* — 1.

3. f est de la forme d’un produit uv de fonctions dérivables sur [0 ; +oo[ avec u(x) =1In (x + 1) et
v(x) =4—In(x+1).
1

Ona u'(x) = ﬁ etv'(x) = -
4-In(x+1)-In(x+1) _ 4-2In (x+1)

x+1 x+1

Donc f'(x) = ﬁ(él —In(x + 1)) —ﬁln(x +1) =

4. f’(x) est sous la forme d’un quotient de deux expressions.

Etudions le signe de chaque expression :

¢ au dénominateur I'expression x + 1 est strictement positive pour tout x de l'intervalle [0 ; oo,

e au numérateur, pour trouver le signe de I'expression, résolvons I'inéquation : 4 — 2In(x + 1) > 0.
Celadonne:4 >2In(x+1)=2>In(x+1)

ohx+1)<2ex+1<e? ox<ge? -1,

Donc I'expression au numérateur est positive si et seulement si x < e? — 1.

On en déduit le tableau suivant.

x 0 e’ —1 +00
Signe de f’(x) + 0 -

Variations de f / 4 \
0 -00
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5. f ' est de la forme % avecu(x) =4 —2In (x + 1) et v(x) = x + 1 dérivables sur [0 ; +oo].

’ _ Tz ’ —
Onau'(x) = — et v'(x) =1.
-2

DOan”(x) _ x+1(x+1)_1><(4—21n(x+1)) _ —2—44+2In (x+1) _ —6+2In (x+1)

(x+1)? (x+1)2 (x+1)2

Etudions le signe de f"'(x) sur [0 ; +oo[ :

e au dénominateur, I'expression est strictement positive.

® au numérateur,on a:

—64+2In(x+1)>0=2In(x+1)>6
Shx+l)z3ox+1>e3 o x>e3-1.

On en déduit que f''(x) est positive si et seulement si x > e3 — 1.

Donc f est convexe sur 'intervalle [e3 — 1; +oo[ et concave sur [0; €3 — 1].

f admet donc un point d’inflexion en e3 — 1 : il s’agit bien du point I.

6. La tangente a Cr au point | a pour équation :

y=f'(-D(x—(3-1))+f(e—1).

4-2In (e3-141) _ 4-2In(e®) _ 4-2x3 _ -2
Orf'(e?—1) =120 AL B8 22 et f(e? — 1) =1In(e®) (4 — In(e?)) = 3.
> . s 2 _ -2 2 _ -2 2
Lequatlonestdonc.y—e—g(x—e3+1)+3<:>y_e—3x+2—e—3+3 Sy=Zx—5+5.
Partie B

1. D’apreés la question 5. de la partie A, on sait que I'altitude maximale atteinte par le parapente est
4 dizaines de métres, c’est a dire 40 m.

2. D’apres la question 3. de la partie A le parapente retourne au sol au bout de

o= (e4 — 1) minutes, c’est-a-dire 53,6 minutes environ, ce qui fait 53 minutes et 36 secondes.

3. Le taux de chute en phase de descente est égala - f'(t).

Donc il est maximal lorsque f'(t) est minimal.

D’aprés la partie A, sur l'intervalle [e? — 1; +oo[ qui correspond a la phase de descente, le minimum
de f” est obtenu au point d’inflexion I, car f est concave pour x < e3> — 1 et f convexe

pour x > e3 — 1, ce qui signifie que f” est décroissante sur I'intervalle [e? — 1 ; e3 — 1] et f” est
croissante sur [e3 — 1; +oo].

Le minimum de f’ est donc obtenu pour x = e — 1 ; ce qui correspond au maximum de la fonction
« opposée » — f.

Le taux de chute (en phase de descente) est maximal au bout d’environ 19 minutes.
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EXERCICE 3 (5 points)

Partie A. Rangement du chantier

1.p(M) = 0,75 = 2, p(E) = 0,6 = =, pg(M) = 1

2.p(ENM) =p(E) x ps(M) =2x 1= 2

_ 3
p(EﬂM)=p(E)><pE(M)=§><0=0

3
3. On obtient I'arbre complété ci-contre. 7 E X
4. On cherche pg(M).
2
D’apreés la formule des probabilités totales : \

i
p(M) = p(ENM) +p(E N M). Ex,

3
5

Oorp(M) = Z et p(ENM) =

Et, d’autre part, si on pose pg(M) = x, alors p(E N M) = %x

3 .2 3 2 3 3 2 3 3 5 3
Donc —+=-x=-" = x=-"—= - x=—S X =—X=- & x ==
5 5 4 5 4 5 5 20 2072 8

__p(EnM) _ 0,6

5. pm(E) = =08=

=96 _ 4

p(M) 0,75 5

Partie B. Trajet de retour

1. U'artisan rentre sans encombre chez lui s’il range en moins d’une heure. On sait que sur ce chantier
il doit utiliser de la peinture a I’huile. La probabilité cherchée est donc pg(M), c’est-a-dire %-

2. a. Chaque jour, le trajet de retour peut étre considéré comme une épreuve de Bernoulli de succés :
« L’artisan emprunte I'autoroute a péage » dont la probabilité est :

pg(M) =1-pg(M) =1-2="2.

Il'y a cing trajets, indépendants les uns des autres. Donc la variable aléatoire N qui donne le nombre
de jours ou I'artisan emprunte I'autoroute a péage (c’est-a-dire le nombre de succés) parmi les cing

. - . . 5
suit la loi binomiale de parametresn = Setp = o

b. p(N = 3) = (g) x (5)3 x (%)2 ~ 0,343 3

c. E(N)=nxp=5x g =~ 3. Donc, en moyenne, sur ce type de chantier de cing jours, I'artisan

devra emprunter 3 fois I'autoroute.

d. L’artisan rentre au moins une fois sans encombre chez lui signifie qu’il emprunte I'autoroute au
plus quatre fois sur les cing.

Oncalculedonc:p(N<4)=1—-p(N=5)=1- (g) X (5)5 X (E)O =1- (g)s ~ 0,904 6.
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e. Si le chantier dure plus longtemps que 5 jours alors la variable aléatoire N suit la loi binomiale de

parametresn > S5etp = g. On cherche donc le plus petit entier n tel que p(N < n — 1) > 0,99.

Orp(Ngn—l)z1—p(1v=n)=1—(Z)x(§)nx(§)0=1—(§)n.

Donc il faut résoudre I'inéquation :

1— (g)n >099 < 1— 0,99 > (g)n

= ()

< nxln (g) <In(0,01)  n>

n

5 n
<0,01 & In <<§) ><ln(0,01)

In(0,01)
In(z)

=~ 9,8 donc le plus petit entier n possible est 10.

1n(0,01)
In(3)

Il faut donc au minimum 10 jours de chantier pour que la probabilité pour I'artisan de rentrer au

Or

moins une fois sans encombre chez lui soit supérieure a 99%.

EXERCICE 4 (5 points)

Affirmation 1 : FAUSSE
02+52+0%=5
0C =42 + 32 + 02 = V25 = 5.
BC =/ (4—0)2+ (3—15)%+ (0 —0)? = /4% + (-2)® =20 = 2+5.

Affirmation 2 : VRAIE

Aire(OBC)xDI
3

Soit V le volume du tétraédre : V=

Or, OBC est un triangle isocele en O d’aprés la question précédente.

Donc la hauteur issue de O est confondue avec la médiane issue de O, c’est-a-dire [Ol].

. - , 0+4 5+3 040
Le point I, milieu de [BC] a pour coordonnées (TTT)

Cest-a-dire (2 ; 4 ; 0). On en déduit : OI =+/22 +42 4+ 02 =+/20 = 2V/5

OBxO0I _ V20x+/20 _

Donc : Aire(OBC) = > > 10.

D’autre part, la hauteur du tétraédre est : DI= /(2 —2)2+ (4 —4)2 + (0 — 4)2 = \/(—-4)? = 4.

10x4 _ 40

Donc V= .
3 3
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Affirmation 3 : FAUSSE

4 2
ﬁ(z) et @(-1). DoncOC-BD=4x2+3Xx(-1)+0x4=5=%0.
0 4

Affirmation 4 : VRAIE

(DI) est la hauteur du tétraédre relative a la base (OBC), donc (DI) est orthogonale a toute droite du
plan (OBC), en particulier a (BC). Donc : (BC)L(DI).

Dans le triangle OBC, (Ol) est la hauteur relative au c6té [BC]. Donc : (BC)L(Ol).

De plus (DI) et (Ol) sont deux droites sécantes incluses dans le plan (ODI). Donc (BC)L(ODI).

4
Le vecteur BC est donc un vecteur normal au plan (ODI). Or,on a BC (—2).
0

Tout vecteur colinéaire a BC est donc aussi un vecteur normal au plan (ODI).

2
Donc le vecteur 71 = %BC est normal au plan (ODI). Ses coordonnées sont : 71 <—1) .
0

Ainsi une équation cartésienne du plan (ODI) est de laforme : 2x — y +d = 0, ou d est un réel.
L’origine O du repére appartient au plan (ODI), doncd = 0.
Ainsi, I'équation 2x — y = 0 est bien une équation du plan (ODI).

Affirmation 5 : FAUSSE

4
La droite (A) paralléle a (BC) passant par A(O; 3 ; 3) a pour vecteur directeur?C(—Z).

0
x =4t
Donc une représentation paramétrique de(A) est:yy = =2t +3 (t € R).
z=3

On sait que (A) est orthogonale au plan (ODI) d’apres la question précédente.
Donc il existe bien un point d’intersection entre la droite (A) et le plan (ODI).

Les coordonnées de ce point d’intersection E sont le triplet (x; y; z) solution du systéme :

x =4t
y=—-2t+3 (teER)
z=3

2x—y=0

On obtient 2(4t) — (-2t +3) =08t +2t—3=0o 10t =3 o t = 0,3.

x=4x%x03=1.2
Donc iy =-2x%x03+3 =24 Ce quidonne E(1,2;2,4; 3).
z=3
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