Math - TS

DS 3 - lundi 20 janvier 2020

Durée : 50 min
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Exercice 1. 13 points

Soit f la fonction dérivable, définie sur l'intervalle ]0 ; +oo[ par

c 1
flx)=e +;.

1. Etude d’une fonction auxiliaire

(@) Soitla fonction g dérivable, définie sur [0 ; +oo[ par

g(x) = x’e* - 1.

Etudier le sens de variation de la fonction g.
(b) Démontrer qu'il existe un unique réel a appartenanta [0 ; +oo[ tel que g(a) = 0.
Démontrer que a appartient a 'intervalle [0,703; 0,704[.
(c) Déterminer le signe de g(x) sur [0 ; +ool.
2. Ftude de la fonction f
(a) Déterminer les limites de la fonction f en 0 et en +oo.

(b) Onnote f’ la fonction dérivée de f surl’intervalle ]0 ; +ool.

1)

Démontrer que pour tout réel strictement positif x, f "(x) = >
X

(c) En déduire le sens de variation de la fonction f et dresser son tableau de variation sur l'intervalle

10; +ool.
. . - . 11
(d) Démontrer que la fonction f admet pour minimum le nombre réel m = — + —.
ac a

(e) Justifier que 3,43 < m < 3,45.
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1.

2.

(a) Soitla fonction g dérivable, définie sur [0 ; +oo[ par g(x) = x’e*—1.
Pour tout réel x de [0 ; +oo] : g' (x) =2xe* + x?e* =0 sur 10 ; +ool (car tous les termes sont
positifs.

La fonction g est strictement croissante sur [0 ; +ool (car la dérivée ne s’annule qu’en 0).

(b) g(0)=—-1<0etg(l)=e—1>0.Dressons le tableau de variations de g :

X 0 a 1 +00

g (x) /

_1/0 °-

D’apreés ce tableau de variations, I'’équation g (x) = 0 admet une solution unique dans l'in-

tervalle [0;1]; on appelle a cette solution.
g (0,703) = —0,0018 < 0 et g(0,704) = 0,002 > 0 donc a € [0,703;0,704].
(c) D’apres le tableau de variationsde g: * g(x) <0sur [0;al

® g(x)>0sur]a;+oo

(@)

lime*=1
x—0 . 1 .
=>11n01ex+—:+oo=>1n01f(x):+oo
. g g
lxlg)l_ =+00 x>0 & x>0

x>0

lim e*=+o00

= . 1 .
r—too = lim e*+—=+o0o= lim f(x)=+oc0
lim —=0 X—+00 X X—+00
X—+00 X

(b) Onnote f’ la fonction dérivée de f surl'intervalle |0 ; +ool.

1 ; 1 x*-1 g
f(x):ex+;:f(x):ex_?: T 2

(c) Pour tout x de ]0; +oo[, x> > 0 donc f'(x) est du signe de g (x).

On dresse le tableau de variation de f :

X 0 a +00
gx) | -1 - )
f(x) - )
+00 +00
fx) \ /
f(@
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2.(d) D’apres son tableau de variation, la fonction f admet le nombre f (@) comme minimum sur son

intervalle de définition.

1
fla)=e"+ 2 Or a est la solution de I’équation g (x) = 0 donc

1
28 =1 < e%= —.
a2

2

g@=0<< ae“-1=0 < a

1 1
On en déduit que f (@) = — + — et on a donc démontré que la fonction f admettait pour minimum sur
as a

1 1
10 ; +oo[ le nombre réel m = — + —.

a’ a
2.(e)

On a successivement(en valeurs approchées) :

0,703< a <0,704 0,703 < a <0,704

1 1 1
<—<
0,704 a 0,703

0,4942 < a® < 0,4957

1 1 1
— 1
0,4957 < a? = 0,4942 1,420 < 2 < 1,423

1
2,017 <

p <2,024

1 1
donc par somme: 2,017 + 1,420 < —+—< 2,024+ 1,423 et donc:
a a

3,43<m<3,45

Exercice 2. 4 points
On considere un cube ABCDEFCH donné en annexe.

1
On note M le milieu du segment [EH], N celui de [FC] et P le point du segment [HG] tel que HP = ZHG'
1. Justifier que les droites (MP) et (FG) sont sécantes en un point L.
Construire le point L

2. On admet que les droites (LN) et (CG) sont sécantes et on note T leur point d’intersection.

On admet que les droites (LN) et (BF) sont sécantes et on note Q leur point d’intersection.

(@) Pourquoi les points T et Q existent-ils?

Construire les points T et Q en laissant apparents les traits de construction.
(b) Construire I'intersection des plans (MNP) et (ABF).

3. En déduire une construction de la section du cube par le plan (MNP).
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Sujet : Amérique du nord - 2014

1. Dans le plan (EFG), les droites (PM) et (FG) ne sont pas paralleles, elles sont donc sécantes.

2. (a) Lesdroites (LN), (BF) et (CG) sont coplanaires (dans le plan (BCG))... d’ou les constructions
deT et Q.
(b) Lintersection des plans (MNP) et (ABF) est une droite.

Plusieurs manieres de faire cette construction :

¢ On peut construire 2 points de la droite intersection :

Q est un point de I'intersection des plans (MNP) (car appartient a (LN), ou L et N sont
dans (MNP)) et (ABF) (car appartient a (BF)).

Dans le plan (EFG), les droites (MP) et (EF) ne sont pas paralleles, donc elles sont sé-
cantes en un point R qui est aussi un point de l'intersection des plans (MNP) (car sur

(MP)) et (ABF) (car sur (EF)).

Lintersection des plans (MNP) et (ABF) est donc la droite (RQ)
¢ On peut utiliser un point et la direction

On a déja vu que Q est un point de la droite cherchée.

Les deux plans (ABF) et (CDG) sont paralleles, ils sont donc coupés par le plan (MNP)
selon deux droites paralléles. Or, les points P et T sont a la fois dans (MNP) et (CDG),

donc l'intersection de ces deux plans est (PT).
Lintersection des plans (MNP) et (ABF) est donc la droite parallele a (PT) passant par
Q.

3. Notons S le point d’intersection de (AE) et (QR).

La section du cube par le plan (MNP) est le polygone MPTQS.
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Exercice 3. 3 points

1. Résoudre I’équationIn(2 - x) =4
2. Résoudre I'inéquation e* +5 > 4e*

3. Résoudre I'équation In(x —2) + In(x —32) =6In2
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1. Résoudrel'équationIn(2 - x) =4

* Ensemble de définition:]—oo; 2[ car on doit résoudre I'inéquation 2 — x > 0 soit 2 > x.

Yo x=e*+2

e Résolution:In2-x)=4 © 2-x=e
Comme x = e* + 2 > 2 alors la solution n’appartient pas a I'intervalle de définition,
e Conclusion:|.” =@
2. Résoudre I'inéquation e* +5 > 4e*

e Ensemble de définition : Joo; +oo]

e Résolution: e*+5>4¢* o e*—4e*>5 -3e*>-5

In
o e'<e

)
o x<lIn|-=-
3

5
o <= (5
i3]

e Conclusion:|. =

=]

3. Résoudre I'équation In(x —2) +In(x —32) =6In2

x—-2>0 © x>2
e Ensemble de définition : 2 =]32 ; +oo[ car on doit avoir :

x—-32>0 © x>32

* Résolution: Pour x€ 2, In(x-2) +In(x-32)=6In2 < In((x-2)(x-32))=1In(2°)
< (x—2)(x—32) =64.
© x*-32x-2x+64=64
o x*-34x=0
< x(x=34)=0
=8

x=0oux=34

Comme0¢Z et 34€e9

e Conclusion:|.” = {34}
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