Suites : Résumeé de cours et méthodes

1 Généralités

DEFINITION

Une suite numérique est une liste de nombres, rangés et numérotés :
e a I’entier O correspond le nombre noté Uy
e a l’entier 1 correspond le nombre noté U,

e 2 ’entier n correspond le nombre noté U,, (appelé terme de la suite de rang n).
La suite est notée (U,,)

Remarque :
Ne pas confondre (U,) qui représente la suite, et U, qui est le nombre représentant le terme de la suite de rang n.
Il y a principalement deux manieres de définir une suite :

1-1 Suite définie de facon explicite

Dans ce cas, on dispose d’une formule permettant de calculer directement U,, en fonction de n.
C’est a dire qu’il existe une fonction f définie sur [0; +-oo[ telle que, pour tout entier n, U, = f(n).
Exemples :

1) Soit (U,), la suite définie par U, = 3n+4.
Le premier terme de la suite est alors Uy = 3 x 0+4 = 4 (on remplace n par 0).
Uy =3x1+4="7 (onremplace n par 1).
Uip =3 x 10+ 4 = 34 (on remplace n par 10).
Pour tout n, U,11 =3 x (n+1)+4 =3n+3+4=3n+7 (on remplace n par n+ 1).
2) Soit (U,), la suite définie par U, = n.
Ona:Uy=0*=0,U=1>=1,0,=2>=4.
Et pour tout 1, Uy 11 = (n+ 1) =n>+2n+1.
Représentation graphique d’une suite définie de facon explicite : Dans un repére orthogonal, on place les points d’abscisse
n et d’ordonnée U, (que I’on ne joint pas entre eux !). Cela revient a ne tracer que les points d’abscisses entieres de la courbe

représentative de la fonction f.
Avec la suite de I’exemple 2 (U,, = nz), cela donne la représentation graphique suivante :

T ¢
[ |

| I

I

= I

L I
Ugp-mmmmmmmmmmmmmmmmmm e B E
I 1

= I 1

I 1

L | |

I I

Upprommmmmmmmmmmmmmmmm e h ! !
[ ! | |

! I I

: I I

i ° | | |
0 0 1 2 3 4

1-2 Suite définie par une relation de récurrence

Dans ce cas 13, il n’y a plus de formule permettant de calculer directement U, en fonction de 7, mais on dispose d’une relation
(dite de récurrence) permettant de calculer le terme de rang n+ 1 a partir de celui de rang n. Ainsi, en connaissant le premier
terme Uy, on peut calculer le terme suivant U;. Puis avec Uy, on peut calculer le terme suivant U», etc...

D’un point de vue mathématique, la suite est définie par :

le terme initial Uy et la relation de récurrence : U,,+1 = f (U,) (ou f est une fonction définie sur un intervalle I tel que : Uy € I et
pourtout xde I, f(x) €1).
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Exemples :

1) Soit (U,), la suite définie par Uy =2 et U,+1 = 3 X U,,.
On a alors, Uy =3 x Uy = 3 x 2 = 6 (on remplace n par 0 dans le relation de récurrence) .
Uy =3 xU; =3 x6 =18 (on remplace n par 1 dans le relation de récurrence) .
Uz =3 x Uy =3 x 18 = 54 (on remplace n par 2 dans le relation de récurrence) .

2) Soit (U,), la suite définie par Uy = —1,5 et U,1| =24+ U, .
On aalors, Uy =2v/4+ Uy =2/4—-1,5~3,16.
Us =24+ U ~2/413,16~5,35.

Détermination graphique des termes d’une suite définie par une relation de récurrence : Dans un repére orthonormé, on
trace d’abord la représentation graphique de la fonction f définissant la relation de récurrence et la droite d’équation y = x.

On part de Uy en abscisse : 1’ordonnée du point de la courbe correspondant a cette abscisse nous donne U [(1) sur le graphique
correspondant a I’exemple 2] .

Pour déterminer U, = f(U)), il nous faut rabattre U; sur 1’axe des abscisses [(2) sur le graphique] : pour cela on utilise la droite
d’équation y = x .

Des lors, U, est I’ordonnée du point de la courbe d’abscisse Uy [(3) sur le graphique].

Pour poursuivre la construction, on répéte le procédé en rabattant U, sur 1’axe des abscisses [(4) sur le graphique].

Us est ’ordonnée du point de la courbe d’abscisse Uy [(5) sur le graphique] ...

y—X

y=f(¥)

(1) 1

2 Sens de variation d’'une suite

DEFINITION

e Une suite (U,) est dite croissante si pour tout entier n, U, > U, .
e Une suite (U,) est dite décroissante si pour tout entier n, U, < U, .

Méthodes pour étudier le sens de variation d’une suite :

1) Calculer et étudier le signe de U, 4+ — U, pour tout n (cette méthode est valable dans tous les cas) :
e si pour tout n, U, — U, > 0 alors la suite (U,) est croissante.
e si pour tout n, U,4+1 — U, < 0 alors la suite (U,) est décroissante.

Un+1

2) Pour les suites dont les termes sont tous strictement positifs (a vérifier avant), il peut étre pratique de calculer et

n
d’utiliser la propriété suivante :

. Un+1
e S1 pour tout n,

> 1 alors la suite (U,) est croissante.
n
Un+1

e si pour tout 7, < 1 alors la suite (Uy) est décroissante.

n
3) Pour les suites définies de facon explicite par U, = f(n) :
e sila fonction f est croissante sur [0; +oo] alors la suite (U,) est aussi croissante.
e sila fonction f est décroissante sur [0; +oo[ alors la suite (U, ) est aussi décroissante.
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Exemples :

1) Soit (U,), la suite définie par Uy =2 et U,y = U, — —.
(Un)
S’agissant d’une suite définie par une relation de récurrence, nous ne pouvons utiliser que la premiere ou deuxieéme mé-

thode. Avec la premiere méthode :

1 1
W—U”:—7<O.
n

(Un)?
La suite (U,) est donc décroissante.

2) Soit (Uy), la suite définie par U, = 5 x 3".

Pour tout n, U, > 0. On peut donc utiliser la deuxieme méthode (souvent utilisée quand il y a des puissances) :
U 5 x 3t
Pour tout n, ntl _ 272
U, 5x 3"

La suite (U,) est donc croissante.

3) Soit (Uy), la suite définie par U, = n.
C’est une suite définie de fagon explicite avec U, = f(n) ou f est la fonction définie par f(x) = x>. Or on sait que la
fonction f est croissante sur [0;+oo| .
En utilisant la troisieme méthode, on conclut que la suite (U, ) est croissante.

Pour toutn, U1 — U, =U, —

=321

3 Majorants et minorants d'une suite

DEFINITION

e Une suite (U,) est dite majorée a partir du rang p s’il existe un réel M tel que, pour tout entier n > p, U, < M. (M est
alors appelé majorant de la suite)

e Une suite (U,) est dite minorée a partir du rang p s’il existe un réel m tel que, pour tout entier n > p, U, > m. (m est alors
appelé minorant de la suite)

e Une suite (U,) est dite bornée si elle est a la fois majorée et minorée.

Exemple :
1

n+1

Pour tout n > 0, U, > 0 (car U, est la division de deux réels positifs). Donc la suite (U,) est minorée par 0.
1

<leU,<1.
n + 1 X n
Donc la suite (U,) est aussi majorée par 1.

Donc, pour tout entier n, 0 < U, < 1 . La suite est bornée.

Soit (Uy,), la suite définie par U, =

De plus, pourtoutn > 0:n+1 > 1, donc

4 Suites arithmétiques

DEFINITION

Une suite est dite arithmétique si I’on passe d’un terme au terme suivant en ajoutant toujours le méme nombre .
Autrement dit, une suite (U,) est arithmétique s’il existe un réel a (appelé raison) tel que pour tout entier n, U, = U, +a.

+a

+a +a
U, U, Uyf----- U u

n n+1

Exemple :
4,7, 10, 13 et 16 sont les premiers termes d’une suite arithmétique de raison 3 :

. N , .
7 = 2 i U = SR ey e S P I - s

PROPRIETE

Si une suite (U,) est telle que pour tout n, U,y — U, = constante alors (U,) est une suite arithmétique de raison égale a la
constante.
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Exemple :

Soit (U,), 1a suite définie par U, = 4n+ 5.

Pour tout n, Up,+1 =4(n+1)+5=4n+9. Donc, U,y —U, =4n+9— (4n+5) = 4.
(U,) est donc une suite arithmétique de raison égale a 4.

Remarques :
e De facon générale, si pour tout n, U, peut s’écrire sous la forme U, = An+ B alors (U,) est une suite arithmétique de
raison A.
e Les points de la représentation graphique d’une suite arithmétique se situent sur une méme droite de coefficient directeur
égal a la raison.
PROPRIETE

Si (Uy) est une suite arithmétique de raison a alors pour tous entiers n et p :
o U,=Uy+na
e U,=U,+(n—p)a
o Uy+Upti+-+Ui1+Us=(n—p+1) x
(sip<n)

U, +U,
2

lerterme + dernier
2

= (nbdetermes) x

Exemples :

1) Soit (U,) la suite arithmétique de ler terme Uy = 2 et de raison a = 3.
Uio=Up+10a=2+10x3=32: Us3=Uy+33a=2+33x3 =101
Pour toutn, U, =Uy+na=2+3n.

2432
Upy+U ~+---+Up=11x + = 187.

(attention : le nb de termes est égal a 11 pas a 10!)
U+ U,
———=(+1)x
2
2) Soit (U,) la suite arithmétique telle que U, =7 et Us = 19.
Pour trouver laraisona:onalUs =Us+(5—2)a,d’o0 19=7+4+3a < a=4
A partir de 13, on peut calculer Uy en utilisant que Ujg = Up + (10 —2)a =7+ 8 x 4 = 39.
7+39 207

24+ (2+3n) _ (n+1)(4+3n)

Pour toutn, S, =Up+ U+ -+ U, = (n+1) x 5

Onaaussi: U, +U;+---+Ujp =9 X

3) Calculdelasomme S=5+7+9+11+4+---+119+4+121:
On reconnait la somme des termes d’une suite arithmétique de raison 2 (on passe d’un terme au terme suivant de la somme

en ajoutant a chaque fois 2). Mais il nous manque le nombre de termes pour pouvoir appliquer la formule.
dernier terme — premier

On utilise alors la propriété suivante : nbde termes = - + 1.
raison
. . I =5
Ce qui nous donne ici un nombre de termes égal a 59 +1
lert derni 5+121
D’ot, S = (nbdetermes) x erterme + dermier _ 59 x + =3717

2

PROPRIETE

Sens de variation d’une suite arithmétique de raison « :
e Sia > 0, la suite est croissante.
e Sia <0, la suite est décroissante.

5 Suites géométriques

DEFINITION

Une suite est dite géométrique si on passe d’un terme au terme suivant en le multipliant toujours par le méme nombre non nul.
Autrement dit, une suite (U,) est géométrique s’il existe un réel b # 0 (appelé raison) tel que pour tout entier n, U, = b X U,,.

UO x b U1 x Db U2 _______ Un x b U

n+1

Exemple :
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3,6, 12, 24 et 48 sont les premiers termes d’une suite géométrique de raison 2 :

3 X 2 6 X 2 12 X 2 o4 X 2 48

PROPRIETE

. . U,
Si une suite (U,) (n’ayant aucun terme nul) est telle que pour tout n, ntl

n
raison égale a la constante.

= constante alors (U,) est une suite géométrique de

Exemple :
Soit (Uy,), la suite définie par U, = 3 x 4",

U 3 4n+l
Pour tout n, ntl 2XE =4.
U, 3 x4n

(U,) est donc une suite géométrique de raison égale a 4.

Remarque :
De fagon générale, si pour tout n, U, peut s’écrire sous la forme U, = A x B" alors (U,) est une suite géométrique de raison B.

PROPRIETE

Si (U,) est une suite géométrique de raison b alors pour tous entiers n et p :
L] Un =b"x U()
o U,=b""P xU,
1— b(n7p+l) 1— b(nbdetermes)
e Uy+Upii+- +Up 1 +U, =Up X ————— = lerterme X ——————

1-b 1-b
(sip<mnetsib#1)

Exemples :

1) Soit (U,) la suite géométrique de ler terme Uy = 5 et de raison b = 2.
Up=b*xUy=2*x5=80; Uyp=>b""%xUy=2'""%5=5120
Pour tout n, U, =b" x Uy =5x%x2".
9
7= 2555. (attention : le nb de termes est égal a 9 pas a 8!)

U+U+---+Ug=5x% 1

1 — pntD) 1 —2@+1)
POurtOutn,Sn:U()+U]+"'+Un:U()><ﬁZSXﬁZSX (2(n+1)—1> .

2) Soit (U,) la suite géométrique de raison positive telle que U, = 7 et Us = 63.
Pour trouver laraison b :onaUs = b* 2 x Uy, ot 63 =7 x b* < b% = 9.
Donc, b =3 (car b > 0)

A partir de 13, on peut calculer Ug en utilisant que Ug = h%~2 x U, = 3* x 7 = 567.

1-3°
Onaaussi:Uy+Us+---+Ug=7Xx 3 = 847.

3) Calculdelasomme S=4+8+16+32+---+ 1284256

On reconnait la somme des termes d’une suite géométrique de raison 2 (on passe d’un terme au terme suivant de la somme

en le multipliant & chaque fois par 2).

Généralement, on utilise la méthode qui consiste a écrire sur une ligne la somme en question et en dessous le produit de
cette somme avec la raison de la suite géométrique. En faisant la différence de ces deux lignes, on obtient rapidement le

résultat grace aux éliminations qui en découlent :

~ S=4+8¥164-324...+128+256
2S=8+16432+64+...+256+512
—S=4-512

Finalement, ona S = 508 .

PROPRIETE
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Sens de variation d’une suite géométrique de premier terme U et de raison b :
e Si b < 0 alors la suite n’est ni croissante, ni décroissante.
e Si b =1 alors la suite est constante.
e Si0 < b < 1, lasuite est décroissante lorsque Up > 0 et croissante lorsque Uy < 0.
e Si b > 1, la suite est croissante lorsque Uy > 0 et décroissante lorsque Uy < 0.

6 Suites arithmético-géométriques

Généralités :

Ce sont des suites définies par une relation de récurrence de la forme : U, = aU, +b (aveca # 1 etb #0) .
Pour les étudier on utilise une autre suite (V,,) définie par V,, = U, — o out o est en fait le réel tel que @ = a x A+ b (o est en
fait généralement donné dans 1’énoncé de I’exercice). On montre ensuite que cette suite (V,,) est géométrique (de raison a en fait,

mais le résultat n’est pas a connaitre). On peut alors en déduire la forme explicite de la suite (U,).

Exemple :
1
Soit (U,) la suite définie par Uy =2 et U4 = EU" +4.
- Montrons que la suite (V,,) définie par V,, = U, — 8 est géométrique :

1
(on remarquera que oL = 50(-1—4 < Ea =4 a=2_8)
1 1
Pourtoutn : V11 =U,41 —8 = 5Un+4_ 8= EU” —4.0r,V,=U,-38.
1 1
Donc, pour tout n,on a V| = EV"' Ce qui prouve que la suite (V,) est géométrique de raison 5
- On peut maintenant en déduire la forme explicite de V,,, puis de U, :

1 n 1 n
Pour tout n, V,, = <2> xVp.0Or, Vg =Uy—8=2—8=—6.Donc, V, = —6 x <2) .

n

1
Comme U,, =V, + 8, on en déduit que U, = —6 x (2> +8
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